Méthodes numériques appliquées — solutions des exercices
J.-P. Grivet
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Exercice 4-6 : Différences finies d’un polynéme de degré n

a) Le calcul des différences latérales fait intervenir des opérations linéaires; on peut donc
considérer séparément le terme de plus haut degré, soit p, = a,a™. La premiére différence
latérale est

an(z 4 h)" — apa™ = ap,(Cla"h + C22"2h% + - ..).
C’est un polynome de degré n — 1. Le coefficient du terme de plus haut degré est ailzl =
anC:h = na,h. Nous faisons ’hypothése que la différence d’ordre k est un polynéme de

degré n — k dont le coefficient du terme de plus haut degré s’écrit
_ _ _ k— (k)
apn(n —1)(n—=2)---(n—k+1)h" =a, .

Pour calculer la différence d’ordre k£ 4 1, nous considérons a nouveau le terme de degré le
plus élevé :
an gl + )" =2 = [ = Rhat T

C’est encore un polynéme en x dont le terme de degré le plus élevé s’écrit
aﬁlk_)kh(n —k)z" Rl = aflkjgl_)l:):”_k_l

soit
ailkjklzl =apn(n—1)--(n— k)hk'H,

Les différences d’ordre successif sont donc des polyndémes de degré décroissant, jusqu’a la
différence d’ordre k = n qui est la constante n!'h"a,,.

b) Formons la table des différences latérales

r plx) Al A% A3 Af

-2 -5
6

-1 1 -6
0 6

0 1 0 0
0 6

1 1 6 0
6 6

2 7 12
18

3 25

Les différences d’ordre 3 sont constantes, le polyndéme est donc de degré 3. Elles sont égales
a 3! = 6, ce qui indique que le terme de plus haut degré est z3.
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c) Posons

p(z) =ao+ a1z + asx® + asz’.

Les coefficients inconnus a; doivent satisfaire les relations

p(0) = aop = 1,
p(l) = a+a+ataz = 1,
p(-1) = a—a+a—az3 = 1,
p(2) = ap+2a; +4ay+8az3 = T.

On trouve facilement ag = 1,a2 = 0,a3 =1,a; = —1.

d) On construit la table des différences divisées. Pour l'ordre 1, elle se confond avec la table
des différences latérales parce que l'intervalle tabulaire vaut 1; les diviseurs suivants sont
tous entiers.

x p(x) ordrel ordre2 ordre 3

-2 -5
6
11 -6/2
0 -3/3
0 1 0 0
0 3/3
11 6,2 0
6 3/3
2 7 12/2
18
3 25
On a
p(z) = po+ (x —zo)plro,x1] + (x — zo)(x — x1)p[x0,T1,22]
+(z — wo)(z — 71)(z — 22)p[T0,71,72,73]
soit

p=-5+@+2)6+x+2)(x+1)(=3)+(z+2)(z+Dz(1) =2 -z + 1.



