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.�� ��		��� � �����! 	� ����������
�� �,�� �� ��� ���
���� �
���5 �	��?	���

XX ′� ��� Y Y ′ �
	�� ��� �������	� 	� �������� ������ �
	��� )�� ������ O
	� ��� �,
� �� ����������?�� � ��� �		�������� X �� Y �� ���� ���!� ���� ��
�������� 	����� A� )�� �������	� C′C !���� �� ���
� θ ���� ��� �	��?	���


��� XX ′� 2� ���	�� � φ ��� φ′ ��� ���
�� ����� !��� ��� �	����	�� 	�
��������� �	���� 	� ��� �����!������� 	� ��� ����
� ���� ������� �	 ��� 
���
�	�!�
 �	 ��� ���
���� �
���� )���� ��� �����! �� �������� �� ���!� 	� ;
������
�?�� �		�������� (X,Y, θ, φ, φ′)�

α

������ ��� 	 ���� ��� ����������� ����� �	����� ���	�� �������� 	� �

�������� ������

�� )���� �,��� �	�� ���
�� ��
���	������ �	�������� ��� �	��������� 	� �	

���
����	�� �
������ �	� ���� 	� ��� ����
� 8��	 ��� ����
9� 0� ����� ��	 	�
���! ��� ��������
� 1��� ��� ����� ����������� �	�������� ��
���	������
��� ��	� ���� 	�� 	� ���! �� �	
	�	!�� ������� ��� 	���� ��	 ��� �	��

6� 0���	������ 7  ������� !�
���
���� λ1� λ2� λ3� ����� ��� ; �	���������
 ������� ������	���

7� 0�������� ��� 7  ������� !�
���
���� �� ���!� 	� �	����� �	�����

:� )	 �	
�� ��� > ������	�� 8;  ������� ������	�� �
�� 7 �	�������� ����*
��	��9� �� �� 4�����	�� �	 ������ �����
�� � ��"���� σ = (φ+ φ′)/2 ���
δ = (φ− φ′)�

D������ ���  ������� ������	�� �� ���!� 	� ����� ��� �����
��� ���	��*
��� �	 ��� ������
 �	�����	��� ����� ��� ����	�� ����� 	� �����	� �	� ���
�,
�� 0� �������
��� ���� ��� ������	�� 	� ��� !	��	� ��� ������

�� ��� �,
�
������ �� 
	����� �� A ��� ���� 	B �	�� ��� �
	�� ���� � ����� V0� ��� �,
�
����
� ���� �	��?	���
 ��� ������ �� ������
 ����
�� ��
	���� θ̇(0) = ω�

;� 0� ���� ���!��	��� ��
��
��� ���  ������� !�
���
���� λi ����� ���������
��� ������	� �	�����



	
����� ������� F;

��� ���  ��������� 8��B������ ������ ��� ������� ��� �	������
 ����*
����9 ��5

L =
1
2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2) + qe[

1
4
k(x2 + y2 − 2z2) +

1
2
B(ẏx− ẋy)].

������ 
��� 	 25���	������� ���
���� 
	� �� ������ �	������� �"��	��� �� �

������� ����� � �������	�� 
	� �� �������� �	�/��� ������ �� ���� �� ���	

�	�� �� �� /�����

6� ���
���� 86�:9�  ��������� ������	�� ��� � ������� ��5

mẍ = qe(Bẏ +
1
2
kx);

mÿ = qe(−Bẋ+
1
2
ky);

mz̈ = −qekz

)�� ������	� �	� ��� z �����
� ��� � ������� z̈+ω2
az = 0� ���� ��� �,��


����
�� ��������� ωa ����� �� ��� �����!���� )��� ������	� �� ����������
�� 	��� �	 ����5

z(t) = a cos(ωat+ φ).

0� ��L���� � �����	���
 �����	���



	
����� �������� �6�

�	��	 
�������� ��, ��� ������� ������
*�������� �� � (+ � � �

��
 *������ �������
 ����
� �� �������������

 �� �� �	������ �� ���	!������
� 
����� 8!��� ������� ρ9 
����� ����� ���
��L����� 	� � �������
 �	������ ���������	��
 "�
� g �������� �	�������� ��
� ����

�
�������� ������
 �
	�� �� ��"���� �	��?	���
 �,�� y′y 8�	 ��	�� ���
	������ �B��� �� ���� �������	�9�  �� O � �� �������� 	����� 	� y′y� ���
Ox � �	��?	���
 �,�� ����������
�� �	 Oy/ ��� ������ �������
 �� Oz� )��
xOz �
��� �� ���� � �����	� �
��� ��� ��� �	�! 	� ��� ������� �� � �����
z(x)� )��� �	�! �� �����!����� �� � ������ ���� � � !���!�?���	� 	� ���
���������	��
 �	������
 ������ ��� ��� ������� �	������
 ������ TS� )��
������� �����	� 	� ��� 
����� �� �	����� ���� ��� ��� �� T � ����	��� �	 �
�	������� ��� S ��� ���*
����� ��������� ����� C������ 	� ��� �����
���	��

���������� �
	�� ��� y′y �������	�� �� ��� ����	� ����� � �
��� ���� ����
��������� �� ���� �������	�� )�� ����� 	� ��� ������
 ��� ����� �� ���
�������� x = 0 ��� x = l�

)�� 
�����*���*��

 ��������� �	���� ��� ����!�� �	 � ",�� �� z(0) = h =
z(l)� 2� ���� �	 !���!�?� ��� �	��
 �	������
 ������ ���� ",�� 	�����
�	��	���� �� ���� �� ������	� ��� �	�������� 	� � �	������ �	
�!��

y

x

z

h

l

z(x)

������ ��� 	 '����� �	�������� �� ���	"��������� ��5���� (� � �����
	
 ��5���� 	�� ��/��� � �����" 	
 ���� xOz� �� 
	�" 	
 �� "�������

�� ����� �� �� ����� z(x)�

�� 1��� ��� �,������	� 	� ��� ������	��
 	� ��� �	��
 �	������
 ������ VP (z)�

6� �,����� �� ��� ��!� ��� ��� ������	��
 	� ��� �	
�!� V (z)�

7� 1��� ��� ��
��* ������� ������	� �	��������� � � ����� �	
�!�� �����
�

	�� ��� �����!�����	� 	� ��� ����� z(x)� 0� �� �����
 �	 ����	���� ���
��������� ������ R(x) �� ���� �	����
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������ ��� 	 1������ �� ����

������ 	������� 
�	" �� �	#

����	�� 	
 � �����" �
��� ����#

	��� �"������ �������� �� ��

��	�������� ��"����� ��� ��

�� ���� 	
 �	"���� �����������

��� ���� "	����� 
	� �� ��	�#

����	��

• 0� ��� �������
��� 	� ��� ��	�����	� ��� ���
 	�� ������
���
�� �� ��� ��	
���
��
��� 	� ��� ����� ��� 
����� ���� 6� ��� ���������� �	���� 
�� 	� � �����*
	
�� +������� ��	! � �	��� 
	����� �,���
� 	� 	�� 	� ��� ���!��	����
��� ��,� �	��� ��

 
�� �
	��� �	 ��� ",�� �	��� ���	����� �	 � ��	!�����
��	������	�� )��� �� ��� �	�������� �������	� 	� ��� �����	
�� �	���� 0�
�	������� �������� ��	! ��� 	���� ���!��	��� ��� �	��� ��

 !	�� ����
��	! ��� ",�� �	��� ���	����� �	 ��� ������� �	!!	� ����	� � �	� �����*

�� ������
 �������	� �
���� 
���� �	 � ��������� ��	! ��� ",�� �	���� 2�
��� ���� �� ��� ����� ���� � ��������	� ����
�
��� )�� ",�� �	��� ��
�����
�� 2� ���� �
	���� ���� � �������	� �� "���� :�6� 2� !�� ��!���
���� ��� ���		��	��� 	���� 4�!�� ��	! 	�� ����� �	 ��� 	����� )��� ��
� �	��������� 	� �������� �������
����
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����� ������� 6�;

z

−0.3

−0.2

−0.1

0.1

0.2

0.3

0.4

ρ

ξm

ηm

ηM

ξM

0.2 0.4 0.6

������ �� 	 �������	��� ��

�� ����� ;ρ, z<� 
	� � ��������

��������� �	 �� ���������� ���#

���� ������	������ �	������� ��� �

�	������ �������� /��� ��	�� Oz�

�	�4	 C� �� �� 6������ ���������
*��������� ��	 ��
���� �� ��(+

��  �� �� ���� ���� ��� 	��	�� ����
��� |r − σẑ|2 P (r−σẑ)2 P r2 +σ2 −
2σru� ����� u = cos(r̂, ẑ) �� ��� �	���� ������ ��� ������ ����	� ��� ���
Oz �,��� 0� �	

	�� ����

1
|r − σẑ| =

1
r

(
1 − 2σu

r
+
σ2

r2

)−1/2

.

.�� �	��� �� � �������� !��� 
����� ���� ��� �������� ������ ��� ��	
������� σ/r << 1/ �� �� ������	�� 4����"�� �	 ����	�! � ��������� �,���*
��	� 	� ��� ������ �		�� ����� ��
��� 	� ��� ��

 ��	�� �	�!�
� (1+ε)−1/2

P 1 − ε/2 + 3ε2/8� 2� ������ �� ��� ������� �	�!�
�5

1
|r − σẑ| =

1
r

+
σu

r2
+

(3u2 − 1)σ2

2r3
+O(σ3/r4).

)�� �,������	� �	� 1/ |r + σẑ| �	

	�� ��!�
� � �������� σ ���	 −σ�
)�� �	������
 �� ������� �� 	���

V = −K
[
1
r

+
(3u2 − 1)σ2

2r3

]
.

)��� �,������	� ��	�
� � �	!����� ���� ��� ���
	� 	������ ��	! �
���	
���	� �

���	��5

V = −GmM
[
1
r

+
(3u2 − 1)(I − I3)

2Mr3

]
.



	
����� ������� 77;

;�  �� �� ����� ��	! ��� E��
�� ���4���	�� ����� �

1
Q

=
1
p

[1 + e cosα]

���� p = p2
α/(mK)� e =

√
1 + 2Ecp2

α/(mK2)� 2� !��� ��� ���������	��
	� ������	� 7 �	 "�� ��� ������	� 	� ��� ���4���	�� �	� ��� ���!	���
	���

��	�5

l

ρ2
=

1
p

+
1
p
e cos(2φ).

O���� ��� ��	����� cos(2φ) P cos2 φ−sin2 φ ��� ��� @�������� �		��������
x = ρ cosφ� y = ρ sinφ� �� ������ �� ��� �	

	���� ������	�5

x2

[pl/(1 + e)]
+

y2

[pl/(1 − e)]
= 1.

)��� �� ��� ������	� 	� �� �

���� ���� ��� ������ �� ��� 	������ ����� ��
��� ������ 	� �	���� ���� � ��!�*!��	� �,�� b =

√
pl/(1 + e)� ��� ��!�*

!�4	� �,�� a =
√
pl/(1 − e)� 2� ������� �� "���� <��� ��� �	�����	������

������ ��� ��	 ����� 	� ���4���	�����
y

x

(6)

(6)

(3)

(3)

Q
α ϕ

ρ

������ ��� 	 ������� 
�	" �� F����� �������	�� ;�� ���� ����< �	 ��
��"	��� 	�������	� �������	�� ;���� ����< ����� �� ��	�	��� �	�����

�����
	�"���	�� �� �	�����	����� �	����	�� ��� ��������� �� 
��� ��������
� �	"����� ���	����	� ��	��� �� F����� ������� �	�����	��� �	 ��


� ���	����	� 	� �� ��"	��� 	�������	� ��������



7;: ) − *���+�����
���� ����

)��� ������	�!���	� �

	�� �� �	 ������
�?� ��� �	��	� 	� ����� �	� ���
���
	��	� 	��� 8�� �
����� !�� ���� ���� � ����� � ��� ������	� 	�
�� �
������ "�
� �� ��	
�! 6�F9�  �� �� �!����� � ����
�!������ �	���
F ������ 	� ��� ������
�� #	� ��!�
����� �� ����!� ���� ���� �	��� ������
��	! � �	������
 V (y)� ����� ������� 	� ��� y �		������� 	�
� ��� �����
������ �
	�
� 	��� � ����� 	� 	���� 	� ��� ���
	��	� �������

�� 2���� �	�� ��� �	!�
��� $�!�
�	����� �� ��

 �� ��� $�!�
�	� ������	��
��
����� �	 ��� (Y, PY ) �����
��� (����� ����� 	� ������� 	��� 	�� ���	*

���	�� ��� ������ 	� ��� ���
	��	� ����
� ������ �
	�� ��� Ox �,�� ���� �
��
	���� �	 � �����!�����

)��� ����
� �� ����� ������
5 ����� �� � ����� ����������
�� �	 ��� �	����
���� �� �
	�� ��� �����	������
 
����� ���� � ��
	���� Vd = (B×F )/(qeB2)�

#	&	 "���������� ��������� ��� ������
 ������ *�������� ��	 ��
��� �� �&,+ � �

� ����������� ���	�� ��
���
��� ��	��
� �� �
���� 9� �� ������� ��-��
�
�� ��-
 ����
�� >�H ��� I�I �
���
 ������	����

)	 � �		� ����	,�!���	�� ��� ������� !�������! �� ���� 	� � !�������
���	
�� 0� ��� !������� �����	���
 �
���� ��� !������� "�
�� ����� �� ���*
�������
�� �	 ��� ����� ��� ��
��� Be = 0.31 10−4(RT /R)3 )��
� 8Be �� ���
��
�� 	� B �� ��� �����	�9� 0� ���� �	�!�
� RT ���������� ��� ������� ��*
���� ��� R ��� �������� �	 ��� ������ 	� ��� ������ �	� ����� ��� "�
� ��
!��������

�� �
����	� 	� !��� m� ������ qe ��� ������ E ��	���� ��� �����	���
 �
����
�� � �������� R ��	! ��� ������ 	� ��� ������ ��� ��
	���� !����� �� ���
�
α ���� ��� �������	� 	� ��� !������� "�
��

�� D���

 ��� �,������	� 	� ��� ���
	��	� ��������� ��� ��	� ���� ��� ��*
�
	��	� ������ 8��	4����	� 	� ��� ���4���	�� 	��	 ��� �����	���
 �
���9 ��
��� �	�*��
��������� 
�!�� ��5

Rc =

√
2mE sin2 α

qeBe
.

0� ����� 	� ��� ������� ������� ���� �� ��� ��
�� 	� ���� ������ �	� α = π/4
��� �	� �� ������ E = 60 ��H� �� � �������� 1.5RT ��	! ��� �������
������� 1��� �
�	 ��� ����	� 	� ���� ���
	��	� �	����	��

(���5 qe = 1.6 10−19 @� m = 9.11 10−31 ��� RT = 6367 �!�



	
����� ������� 7>�

�� �� ��� �� ��	
�! ���� ���� �	��� 
���� �	 � ����� 	� ��� ���
	��	�
!	��	� ���� � ��
	����

Vd =
F

qeBe
× N ,

����� N = B/B �� ��� ���� ����	� �
	�� ��� "�
� 
���� N �� 	������� ��
��� �	���*�	��� �������	�/ F ���� �����
� ��� ����� ��
	���� Vd �� ��������
�� ��� ����*���� 	� ����*���� �������	�� ��������� ��	� ��� ���� 	� qe�
#���

� ��� !	��
�� 	� ���� ����� ��
	���� �� ��!�
� F/(qeBe) ���� ��

Vd(R) =
3E sin2 α

qeBeR
.

2� ��	� �� "���� ��� � ��!�� 	� ���4���	���� �	� �� �
����	� �� ���
������� !������� "�
��

������ ��� 	 �������	����� �� �� 2���.� "������� /���� ����������
��"�������� ����� )�"���	�.� �5����	��� 
	� � >CC ��6 ������	��
������� �� 1.6RT �� �� "������� �5���	�� ��� "����� �� �����
45 deg ��� �� "������� /���� �	 �����
� �� ����	�� "	��	���

�� ��� �	��� � "�������" "�� ������ ��� �� ���� 	���
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2� ��

 ��� �	� �	 ������� ��� �����	�� 	� ���� �����!� � ����	������
���  �	
���0 ����	�
� ��� ��� ���� �	��	�� �	� ��� ����� ���
���
�

��

 � ��������� ��� �

�������� ���� ��� ��
� 	� ���� �,����!����

&	�	 +�� ��'�� �� ��� .�.�' �����

)�� ��!�
��� !��������
 �����! ����� �,����� � ���	��� �����	�� �� ���
����	����

� ������ �	�	�� 0� �� �����"�� � �� ���
� θ� 2��� ����� ���
$�!�
�	���� �� ����� � H0(p) = p2/(2I)� �� ����� I �� ��� !	!��� 	�
������� ��� ��� !	!����! p = Iθ̇ �� �
�	 ��� ����
�� !	!����!� )���
$�!�
�	���� �� � "��� �������
� )�� ����� ����� �� � ��
����� 8θ �� �� ���
�
����� ������ ������ G ��� 2π� ������� p ��� � ��� ���
 ��!��9� ���
��� ���4���	���� ��� ����
�� 8������	�!�� ���	 �������� 
���� �� ��� ��
����� ��
����
	���9� ����� p = �	����

�	� �� ��!�� ��� �	�	� �	 � ����	��� �!��
�� 8����	� T ��� ����
��
��������� ω = 2π/T 9 ������ ����	�� !	��"����	� 	� ��� ���
�� ��������*
��	��
� ������� ��� !	!����! � � �������� ��	�	���	��
 �	 sin θ� 2���	��

	�� 	� ������
���� ��� ����	� ��� � ��	��� �� ��� ���� ��!� ��� ��� !	!���
	� ������� ��� � ��	��� �� ����� 8I = 1� T = 1� ω = 2π9� )�� ����	���
�!��
�� 
���� �	 �� ����������	�� �������	� 	� !	!����! Δp = K sin θn
�	� ��� n�� �����

•

•

•

t = (n + 1)T

t = nT

pn+1

pn

θn+1

K sin θn+1

θn

������ ��� 	 ���� �����


	� �� ������ �	�	�� ��

�������� ���������� �� �����

��	�� �� ����� ������ ���

�� ��"� ��	�� �� ������#

����� �� ���� ���	� ���#

������� �� ����	��� �"�����

��� ������ �� �������

���	���� �� � 5������� ��	#

�	���	��� �	 �� ���� 	
 ��

������

)��� $�!�
�	���� �����! �� 	��*��!����	��
 �� �� �� �	�*���	�	!	�� ���
�	�*�������
�/ �	����� �� �� ��!�
� �	 �	
�� ������� ������ ���� 	� ���
������ ��� ����
�� ��
	���� ��!���� �	������ ��� ������ ��� �!��
��� n ���



�����
� 7F�

p

3π/2

π

π/2

0

2π

θ

2π0 π/2 π 3π/2

������ ��� 	 �	�����8.� �����	� 
	� �� �������� "������ ��� K = 0.75�

�� 9H ������� �	�����	�� ��� ���� �������� BCCC ��"�� ����

�� ��� 
�!�� 	� � ��

 ���������	�� ���� ��	!� �������� 
����/ ���� ���
��� ��!����� 	� ��� �	�*���	���� �	�� ��������� �����	��
�� )�� !	��
�
���
� ����
� ��� 
	����� 	� ������ ���� 	� ��� ��
�� p = π� #	� 	����
������
 �	�����	��� ��� "

��� �� ��� ���� !	�� ��!��

2� �
�	 	����� ������ ����� E�� ������ ��� �������� 	� I��
���J �	�!��
� �
	��� ������ ���� �

����� ������ ���� 	� ���� ���� 	� ����� ��
���� ?	���
����� ��� �	���� ���! �	 � ��������� �� ����	!� )���� ���������� ���
��� ��!����� 	� ��� ���	���� �	�� �������� �	���

)���� ��	! ��� �������� 
���� 	� ��� &	�����' �����	�� ����	�� �������*
��	�� ����� ��!��� ����
�� ������ ��������� � ?	��� ���� !	�� �	!�
�*
����� ����������

�

 ����� 	�������	�� ��� ��� �	��
���	� 	� ��� ��!	�� 6,> �������
����� ��� � ������ �� �	

	���

�
� 	� ������
� �� ���
����
 6��� �
�
�
���
7 ����
�� 9� ��
 ���� � #
�&
�
��	�������/ ���� �� ��
 ��-������ ���=�
������ ���� �� ��� ������
���
��
�
 ����/ �
� �� � �
��
 #�� �� ��
 ���;
�����
� 6� ����
 ��
 �� �	J=
��
��7/ ���� ��
 ��;����� �� ��
 �
��
 ���� ��
 �
��	�
 �� ��
 ����
�
��
�� ��
�� 	���� �� ��� ��� � #
�& �
��	��������



	
����� ������� ::�

θ′

K = 0.04 n = 1500 γ = 0.15

2π

θ

−2π 0−π π

������ ���� 	 �	�����8 �����	� �	�����	����� �	 �� ��"��� �������"�

�������� 
�	" J ��,����� ������� �	�����	��� �� ����	�� ����"����� ���

��������� �� �� /�����

<� )�� &	�����' �����	� �	�����	����� �	 ��� ��!��� �����
�! �� �����*
������ �� "���� >��< �	� � ��!�� 	� �������	�� ����
 �	 �;GG� ���� ���
����!����� K = 0.04 ��� γ = 0.15� ��� �	� F ��B����� ������
 �	�����	���

&	��	 ��� ��� �� ����'� �� �� �� �
 ����' �� �� *��������� ��	 ��
��� �� �-,+

�� 2� ��		�� �� 	����� O ��� � �	��� A 	� ��� ���� ����� �� �����"�� � ���

�����
����� ������� s =
�

OA� �� �	��� A �� ��"��� ��� ���� ����	� �
	��
��� ������� t(s)� 	������� �� ��� ����� 	� ���������� s� ��� ���� ����	�
�
	�� ��� �	�!�
 n(s)� 	������� �	����� ��� ������	� 	� ��� ��
�� ���
��� ���� ����	� ����������
�� �	 ��� �
��� 	� ��� ��
� z� ���� ���� ���
�������	� (t,n, z) �� �������

 �� B � � �	��� �
	�� �	 A� ���� ���� ds =
�

AB� ����� ��� ������� �� t′

��� ��� �	�!�
 n′� )�� �������	�� �
	�� n ��� n′ ��������� �� � �	��� C�
)�� ����
� 	� ������ C ��� ������ R = CA �� ��

�� ��� 	���
��	�� ����
��
��� R �� ��� ������ 	� ��������� �� ��� �	��� A� )�� �	������	� �� ����
����

dt = t′ − t =
ds

R
n =

ds

R
(z × t).

2��� ���� � ��"����	�� ��� ������ 	� ��������� �� �	������� R > 0� �� �	�*
������ �� �������� ������� ��� ��������� R < 0� �� �� �� �������� 	�������
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