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1.6. Cumulation d’erreurs d’arrondi aléatoires
Les majorations d’erreurs que nous avons données plus haut pêchent en général par
excès de pessimisme, car nous n’avons tenu compte que de la valeur absolue des

erreurs, alors qu’en pratique elles sont souvent de signe aléatoire et se compensent

donc partiellement entre elles.

Supposons par exemple qu’on cherche à calculer une somme sn de rang élevé d’une

série convergente S =
∑+∞
k=0 uk, les uk étant des réels ≥ 0 supposés représentés sans

erreur. On pose donc

sk = sk−1 + uk, s0 = u0,

et les erreurs Δsk vérifient

Δsk = Δsk−1 + αk

avec Δs0 = 0 et |αk| ≤ ε(sk−1 + uk) = εsk ≤ εS.

On en déduit donc

Δsn = α1 + α2 + . . .+ αn

et en particulier |Δsn| ≤ nεS. Dans le pire des cas, l’erreur est donc proportionnelle

à n. On va voir qu’on peut en fait espérer beaucoup mieux sous des hypothèses

raisonnables.

Hypothèses.

(1) Les erreurs αk sont des variables aléatoires globalement indépendantes les unes
des autres (lorsque les uk sont choisis aléatoirement).

(2) L’espérance mathématique E(αk) est nulle, ce qui signifie que les erreurs
d’arrondi n’ont aucune tendance à se faire par excès ou par défaut.

L’hypothèse (2) entrâıne E(Δsn) = 0 tandis que l’hypothèse (1) donne

var(Δsn) = var(α1) + . . .+ var(αn).

Comme E(αk) = 0 et |αk| ≤ εS, on a var(αk) ≤ ε2S2, d’où

σ(Δsn) =
√
var(Δsn) ≤

√
nεS

L’erreur quadratique moyenne crôıt seulement dans ce cas comme
√
n. D’après

l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev on a :

P (|Δsn| ≥ ασ(Δsn)) ≤ α−2.

La probabilité que l’erreur dépasse 10
√
nεS est donc inférieure à 1%.
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Corollaire. On suppose que f est lipschitzienne, c’est-à-dire qu’il existe une con-

stante K ≥ 0 telle que ∀x, y ∈ [a, b] on ait |f(x)− f(y)| ≤ K(x− y).

Alors la suite Ln(f) des polynômes d’interpolation de Tchebychev converge uni-

formément vers f sur [a, b].

Sous ces hypothèses on a en effet ωf (t) ≤ Kt, donc

‖f − Ln(f)‖ ≤ KC′(b− a)
ln (n)

n+ 2
,

ce qui tend vers 0 quand n tend vers +∞.

Ces résultats montrent que l’interpolation aux points de Tchebychev est considéra-

blement plus fiable que l’interpolation en des points équidistants. Le schéma ci-dessous

compare à titre d’exemple les polynômes d’interpolation de degré 6 associés à la

fonction f(x) = 1/(x2 + α2) pour α =
√
8 (voir aussi le § 2.3).

y

1/α2

fα

−1 0 1 x
pn (n = 6)

Points d’interpolation :

équidistants

de Tchebychev

5. Polynômes orthogonaux
Soit ]a, b[ un intervalle ouvert borné ou non dans R. On se donne un poids sur ]a, b[,

c’est-à-dire une fonction w : ]a, b[ → ]0,+∞[ continue. On suppose en outre que pour

tout entier n ∈ N l’intégrale
∫ b
a |x|nw(x) dx est convergente ; c’est le cas par exemple

si ]a, b[ est borné et si
∫ b
aw(x) dx converge. Sous ces hypothèses, on considère l’espace

vectoriel E des fonctions continues sur ]a, b[ telles que

‖f‖2 =
√∫ b

a

|f(x)|2w(x) dx < +∞.
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3. Méthodes de Gauss
Les méthodes de Gauss concernent le calcul numérique d’intégrales faisant intervenir

un poids. Elles constituent une application directe de la théorie des polynômes

orthogonaux.

3.1. Description et formule d’erreur

Soit w une fonction poids fixée sur ]α, β[. On étudie les méthodes d’intégration
approchée du type

∫ β

α

f(x)w(x)dx �
l∑

j=0

λjf(xj), xj ∈ [α, β].

Théorème 1. Il existe un choix et un seul des points xj et des coefficients λj de

sorte que la méthode soit d’ordre N = 2l+ 1. Les points xj appartiennent à ]α, β[ et
sont les racines du (l + 1)-ième polynôme orthogonal pour le poids w.

Unicité. Supposons qu’on ait des points xj et des coefficients λj pour lesquels la

méthode est d’ordre ≥ 2l+ 1. Posons

πl+1(x) =
l∏

j=0

(x− xj).

Pour tout p ∈ Pl, deg(pπl+1) ≤ 2l+ 1, donc

∫ β

α

p(x)πl+1(x)w(x)dx =
l∑

j=0

λjp(xj)πl+1(xj) = 0.

Ceci entrâıne que πl+1 est orthogonal à Pl. Comme πl+1 est unitaire, c’est donc le

(l + 1)-ième polynôme orthogonal associé au poids w. Les points xj ne sont autres
que les racines de ce polynôme.

Soit Li ∈ Pl tel que

{
Li(xj) = 1 si i = j,

Li(xj) = 0 si i �= j.

Les coefficients λi sont donnés nécessairement par

λi =

l∑
j=0

λjLi(xj) =

∫ β

α

Li(x)w(x)dx.

Ces coefficients sont donc eux aussi uniques.
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U

x0 x

y

y0

y(x)

Résoudre le problème de Cauchy revient à trouver une 〈〈 courbe intégrale 〉〉 de (E)

passant par un point donné (x0, y0) ∈ U .

Champ des tangentes. A tout pointM = (x0, y0), on associe la droite DM passant
par M et de coefficient directeur f(x0, y0) :

DM : y − y0 = f(x0, y0)(x− x0)

L’application M → DM est appelée champ des tangentes associé à l’équation (E).

Une courbe intégrale de (E) est une courbe différentiable C qui a pour tangente en

chaque point M ∈ C la droite DM du champ des tangentes. L’exemple ci-dessous
correspond à l’équation y′ = f(x, y) = x− y2.

1 x0

1

y

M

DM

C
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3.3. Courbe de poursuite du chien

Nous présentons ici la célèbre 〈〈 courbe du chien 〉〉 comme exemple de courbe de

poursuite. Voici le problème : un chien et son mâıtre se déplacent l’un et l’autre

à des vitesses scalaires constantes V (pour le chien) et v (pour le mâıtre), avec V > v.
On suppose que le mâıtre se déplace en ligne droite, disons sur l’axe Ox, dans la

direction positive, suivant la loi x = vt. A l’instant t = 0, le chien se trouve au point

x = 0 y = r0, à distance r0 du mâıtre. Le chien cherche à rejoindre son mâıtre en

pointant son vecteur vitesse
−→
V en direction du mâıtre. Le problème est de déterminer

la loi du mouvement C(t) du chien.

−→
V

−→
V

M0 = O
M(t)

(
vt
0

)
x

y

α

C0

(
0
r0

)

C(t)

(
x(t)
y(t)

)

Notons α l’angle (non orienté) α = (Ox,
−−→
CM ) et r = ‖−−→CM‖ ; on a bien entendu

α = α(t) et r = r(t). Comme d’habitude en physique, on désignera par des points

surlignants les dérivées temporelles ṙ(t) = dr/dt, α̇(t) = dα/dt, . . . . A l’instant t, la

position et la vitesse du chien sont données par{
x(t) = vt− r cosα, ẋ(t) = v − ṙ cosα+ rα̇ sinα = V cosα,

y(t) = r sinα, ẏ(t) = ṙ sinα+ rα̇ cosα = −V sinα,

Ces équations fournissent aisément l’expression de ṙ et rα̇ :{
ṙ = v cosα− V,

rα̇ = −v sinα.
En prenant le quotient on élimine dt et on trouve donc

dr

r dα
= −cotanα+

V

v

1

sinα
.
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Exemple. Une particule de masse m et de charge électrique q se déplace dans R3

sous l’action d’un champ magnétique
−→
B et d’un champ électrique

−→
E uniformes et

indépendants du temps. Quelle est la trajectoire de la particule ?

Si
−→
V et −→γ désignent respectivement la vitesse et l’accélération, la loi de Lorentz et

le principe fondamental de la dynamique donnent l’équation

−→
F = m−→γ = q

−→
V ∧ −→

B + q
−→
E ,

d’où

−→γ =
d
−→
V

dt
=

q

m

−→
V ∧−→

B +
q

m

−→
E .

Il s’agit d’un système linéaire où la matrice A (à coefficients constants) est la matrice

de l’application linéaire
−→
V �→ q

m

−→
V ∧ −→

B . On confondra dans la suite A avec cette
application linéaire. Un calcul simple montre que

A2(
−→
V ) =

( q
m

)2
(
−→
V ∧−→

B ) ∧ −→
B = −

( q
m

)2
B2PB(

−→
V )

où B = ‖−→B‖ et où PB désigne la projection orthogonale sur le plan vectoriel de

vecteur normal
−→
B . Le schéma est le suivant :

−→
V ∧ −→

B

−→
V

−→
B

PB(
−→
V )

QB(
−→
V )

(
−→
V ∧ −→

B ) ∧ −→
B

On observe pour le calcul que
−→
V ∧−→

B = PB(
−→
V ) ∧−→

B . On en déduit alors facilement

A2p(
−→
V ) = (−1)p

( q
m

)2p
B2pPB(

−→
V ), p ≥ 1

A2p+1(
−→
V ) = (−1)p

( q
m

)2p+1

B2p−→V ∧ −→
B,
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1. Définition des méthodes à un pas, exemples

1.1. Définitions
Les méthodes à un pas sont les méthodes de résolution numérique qui peuvent s’écrire

sous la forme

yn+1 = yn + hnΦ(tn, yn, hn), 0 ≤ n < N,

où Φ : [t0, t0 + T ] × R × R → R est une fonction que l’on supposera continue.
Dans la pratique, la fonction Φ(t, y, h) peut n’être définie que sur une partie de la

forme [t0, t0 + T ]× J × [0, δ] où J est un intervalle de R (de sorte en particulier que

[t0, t0+T ]×J soit contenu dans le domaine de définition de l’équation différentielle).

Exemple. La méthode d’Euler est la méthode à un pas associée à la fonction
Φ(t, y, h) = f(t, y), et définie par la formule de récurrence yn+1 = yn + hnf(tn, yn)

(voir chapitre V, § 2.3).

Définition. L’erreur de consistance en relative à une solution exacte z est l’erreur

en = z(tn+1)− yn+1, 0 ≤ n < N

produite par application de l’algorithme yn+1 = yn + hnΦ(tn, yn, hn) à partir de la

valeur yn = z(tn). Autrement dit, cette erreur mesure l’écart entre la valeur exacte

z(tn+1) au temps tn+1, et la valeur approchée yn+1 issue de la valeur yn = z(tn) prise
comme valeur initiale au temps tn (une seule étape de l’algorithme est donc mise en

jeu). En termes de la fonction Φ, on a

en = z(tn+1)− z(tn)− hnΦ(tn, z(tn), hn).

z

en

tn tn+1 = tn + hn t

yn

yn+1

z(tn+1)

y

Comme le montre le schéma ci-dessous, l’erreur de consistance n’a a priori que peu

de rapport avec l’erreur globale θn = max
0�j�n

|z(tj) − yj | résultant d’un calcul de n
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valeurs successives y1, . . . , yn à partir de la donnée initiale y0 = z(t0) (qui est à vrai

dire la seule erreur intéressant réellement le numéricien). On imagine cependant, et

nous reviendrons là-dessus plus en détail au § 2, que |θn| sera de l’ordre de grandeur

de |e0| + |e1| + · · · + |en−1|, sous des hypothèses convenables de régularité pour la

fonction f . C’est pourquoi l’évaluation de en va gouverner l’évaluation de l’erreur
globale.

t0 t1 t2 t3 t4 t

e0

e1

e2

e3

y

y0
y1

y2

y3

y4

z
z1 z2 z3

θ4

[Les fonctions z, z1, z2, z3 représentent ici les solutions exactes passant par les points

(t0, y0) et (tj , yj), j = 1, 2, 3].

1.2. Retour sur la méthode d’Euler
Soit z une solution exacte de l’équation (E). On a au premier ordre l’approximation

z(tn+1) = z(tn + hn) � z(tn) + hnz
′(tn) = z(tn) + hnf(tn, z(tn)).

Comme on l’a déjà vu au chapitre V, ceci conduit à l’algorithme{
yn+1 = yn + hnf(tn, yn)

tn+1 = tn + hn.

Par définition de l’erreur de consistance, on a en = z(tn + hn)− yn+1 où

yn+1 = z(tn) + hnf(tn, z(tn)) = z(tn) + hnz
′(tn).

La formule de Taylor-Lagrange donne

en = z(tn + hn)− (z(tn) + hnz
′(tn)) =

1

2
h2nz

′′(tn) + o(h2n),
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Il en résulte finalement

|y∗n+1 − yn+1| ≤ |b∗n,−1,r| khn(|pen|+ |e∗n|)
|en| ≤ |e∗n|+ |y∗n+1 − yn+1|
|en| ≤

(
1 + |b∗n,−1,r|khn

)|e∗n|+ |b∗n,−1,r| khn |pen|.
On voit que l’influence du prédicteur est nettement moindre que celle du correcteur

puisque son erreur de consistance est en facteur d’un terme O(hn). Le correcteur

AMr+1 étant d’ordre r + 2 (c’est-à-dire |e∗n| ≤ Chnh
r+2
max), on voit qu’il convient de

choisir un prédicteur d’ordre r+1. Les contributions de |e∗n| et |pen| dans |en| seront
alors toutes deux ≤ Chnh

r+2
max, l’ordre global de PECE est donc r + 2 dans ce cas.

4.3. Exemples

• Prédicteur : Euler (ordre 1), Correcteur : AM1 (ordre 2).⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
P : pyn+1 = yn + hnfn

E : pfn+1 = f(tn+1, pyn+1)

C : yn+1 = yn + hn
(
1
2 pfn+1 +

1
2 fn

)
E : fn+1 = f(tn+1, yn+1)

Cet algorithme cöıncide avec la méthode de Heun, qui n’est autre que la méthode de

Runge-Kutta définie par
0
∣∣ 0 0

1
∣∣ 0 1∣∣∣∣∣ 1

2
1
2

.

• Prédicteur : Nyström (ordre 2) avec pas constant hn = h,

Correcteur : AM2 (ordre 3).⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
P : pyn+1 = yn−1 + 2hfn

E : pfn+1 = f(tn+1, pyn+1)

C : yn+1 = yn + h
(

5
12 pfn+1 +

8
12 fn − 1

12 fn−1

)
E : fn+1 = f(tn+1, yn+1)

• Prédicteur : ABr+1 (ordre r + 1), Correcteur : AMr+1 (ordre r + 2).⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

P : pyn+1 = yn + hn
∑

0≤i≤r
bn,i,rfn−i

E : pfn+1 = f(tn+1, pyn+1)

C : yn+1 = yn + hn

(
b∗n,−1,rpfn+1 +

∑
0≤i≤r

b∗n,i,rfn−i
)

E : fn+1 = f(tn+1, yn+1).
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Définition. Soit y(t, z) la solution maximale de (E) tel que y(t0, z) = z. On dira

que la solution y(t, z0) est stable s’il existe une boule B(z0, r) et une constante C ≥ 0

telles que

(i) Pour tout z ∈ B(z0, r), t �→ y(t, z) est définie sur [t0,+∞[ ;

(ii) Pour tous z ∈ B(z0, r) et t ≥ t0 on a

‖y(t, z)− y(t, z0)‖ ≤ C‖z − z0‖.

La solution y(t, z0) est dite asymptotiquement stable si elle est stable et si la condi-

tion (ii’) plus forte que (ii) est satisfaite :

(ii’) Il existe une boule B(z0, r) et une fonction γ : [t0,+∞[→ R+ continue avec

lim
t→+∞ γ(t) = 0 telles que pour tous z ∈ B(z0, r) et t ≥ t0 on ait

‖y(t, z)− y(t, z0)‖ ≤ γ(t)‖z − z0‖.

La signification géométrique de ces notions de stabilité est illustrée par le schéma

suivant.

z0

z

z0

z

z0

z

y

t0 t

solution instable

solution stable

solution asympto-
tiquement stable
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Nous nous proposons maintenant d’étudier les différentes configurations possibles pour

un point singulier non dégénéré. On verra au chapitre XI, § 2.3 que les courbes

intégrales ont tendance à ressembler à celles du système linéaire dM/dt = AM

lorsqu’on se rapproche du point critique, tout au moins sur un intervalle de temps

[t0, t1] fixé ; ceci n’est pas nécessairement vrai sur tout l’intervalle [t0,+∞[ (voir § 2.3
pour des exemples). On se restreindra dans un premier temps au cas linéaire.

2.2. Cas d’un champ linéaire de vecteurs

Considérons le système

dM

dt
= AM,

⎧⎪⎨⎪⎩
dx

dt
= ax+ by

dy

dt
= cx+ dy

où A =

(
a b
c d

)
.

On supposera det A �= 0, de sorte que le champ de vecteurs
−→
V (M) = AM admet

l’origine pour seul point critique. Comme le champ des tangentes est invariant par les

homothéties de centre O, les courbes intégrales se déduisent les unes des autres par

homothéties. Distinguons maintenant plusieurs cas en fonction des valeurs propres

de A.

(a) Les valeurs propres λ1, λ2 de A sont réelles.

• Supposons de plus λ1 �= λ2. Dans ce cas la matrice A est diagonalisable. Après

changement de base on peut supposer

A =

(
λ1 0

0 λ2

)
et le système se réduit à ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

dx

dt
= λ1x

dy

dt
= λ2y.

La solution du problème de Cauchy avec M(0) = (x0, y0) est donc{
x(t) = x0e

λ1t

y(t) = y0e
λ2t

de sorte que les courbes intégrales sont les courbes

y = C|x|λ2/λ1 , C ∈ R

et la droite d’équation x = 0. On distingue deux sous-cas.



316 Chap. X – Stabilité des solutions et points singuliers

∗ λ1, λ2 de même signe et, disons, |λ1| < |λ2|. On a alors λ2/λ1 > 1. On dit

qu’on a affaire à un nœud impropre :

x

y

x

y

0 < λ1 < λ2

nœud impropre instable

λ2 < λ1 < 0

nœud impropre stable

∗ λ1, λ2 de signes opposés, par exemple λ1 < 0 < λ2. Il s’agit d’un col (toujours

instable) :

x

y

• Les valeurs propres sont confondues : λ1 = λ2 = λ. Deux cas sont possibles :

∗ A est diagonalisable. Alors A est en fait diagonale et les courbes intégrales sont
données par {

x(t) = x0e
λt

y(t) = y0e
λt,

ce sont les droites y = αx et x = 0. On dit qu’on a affaire à un nœud propre :
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