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De méme, le probléeme (Il4) est un cas particulier du probleme suivant :

pour tout A, p € IRY, trouver x € H™(a,b) , solution de :
inf { Alu()ll} +mlv(y) — 22 ; yeH}.

En effet, il suffit pour le vérifier de supposer que :
H=Hm(a,b), K=L*a,b),L=R"""

z=(a0...,an); YyeH, u@)=y"™ et v(y)= (ylto), . ,y(tn))-
Dans la suite, nous allons étudier le probleme (II3). Nous montrerons comment ’on
peut calculer la fonction spline & partir du noyau de H™(a,b).

L’étude du probleme (II4) ne présente aucune difficulté lorsqu’on a fait celle du
probleme (II3) . D’un point de vue pédagogique, il nous a paru préférable d’étudier
le probléme (II3) et de laisser au lecteur le soin de résoudre le probleme (Ily).

2. SPLINE POLYNOMIALE MINIMISANTE D’INTERPOLATION

2.1 EXISTENCE DE LA SOLUTION DU PROBLEME (113)

Choisissons m éléments distincts o, . ..t,—1 dans ensemble {to,...,t,}.
Notons U, I’ensemble des fonctionnelles 1, . . . %,,—1 telles que

Ve € H™(a,b), aj(z)=2z(;), j=0,...,m—1

Munissons H™(a,b) du produit scalaire < -|- > _ = tel que :

m—1 b
Vz,y € H™(a,b) <zly>, 7= Z z(t;) - y(t;) + / ™M) (t) - ™) (t)dt
i=0 a
1
et désignons par ||| 7= (<] > T )? sa norme associée.

Pour a = (o, . .., a,) € R™!, posons :
M(a)={yeH™(a,b) : yt;)=¢;, j=0,...,n}

Il est facile de vérifier que le probleme (II3) est équivalent au probleme suivant :

(1)

trouver €H™(a,b) , solution du probleme
inf{ |yl 5 veEM@)}.
Prouvons que le probléme (II) a une solution et une seule.
Pour cela, vérifions d’abord que M(a) n’est pas vide.
On sait qu’il existe un polynéme P, de degré inférieur ou égal a n tel que :
Py(tj)=«a; , j=0,...,n.

Si (a,b) est borné alors P, € M(c). Dans le cas contraire, pour ¢ € R} fixé, on
considere la fonction p € C*°(R) telle que :

Vt € [to,tn], p(t)=1 et Vte ]R\{[to-—e,t"+e]} , p(t)=0.

Alors  (p- Py)

€ M(a).

(a,b)
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Le probleme suivant que I'on considére comme “symétrique” de celui des moindres
carrés par rapport a celui de l'interpolation polynomiale a été étudié beaucoup plus
tardivement que les deux précédents.

Trouver =z € H™(a,b) , solution de
b
inf{ / |(y(m)(t)dﬂ2 i yeEH™(a,b) , ytj)=a; , j=0,...,n } .

(II3) est le probleme des fonctions splines (minimisantes) polynomiales d'interpolation.

(Il3)

Chacun des trois problemes précédents peut étre déduit du probléme suivant, appelé
probleme des splines (minimisantes) polynomiales d'ajustement :

pour tout A\, p € IR}, trouver x € H™(a,b) , solution de :

114 . b 2 = 2 :
B e [ @a 1Y |06 - al® 5 venn@n )
a j=0
En effet :
e si A tend vers 0, alors le probleme (Il4) tend vers le probleme (I3);
e si i tend vers 0, alors le probleme (II4) tend vers le probleme (I15);
e si m = n, alors les problemes (II3) et (II3) sont équivalents au probleme (IT;).

(a): A=0, u=1 (b) : A =0.0027, p=1
(c): A=1, u=0.62 (d): A=1, u=0

Fig 02 — Le probléme (I14) pour m = 2 et différentes valeurs de \ et p

On montre que les problemes (II;) , (II2) et (II3) sont des cas particuliers du probléme
“abstrait” suivant :

étant donné trois espaces de Hilbert H, K, L, u (resp.v) une application linéaire et
continue de H sur K (resp. sur L) et z € L,

trouver x € H , solution de :

inf { u@)llc ; veHr , vly) =z},



CHAPITRE IV

FONCTIONS SPLINES POLYNOMIALES

Composées de morceaux de polynémes, les fonctions splines polynomiales présentent
beaucoup moins de rigidité que les polynémes. Pour cela, sous des formes diverses, elles
sont devenues depuis deux décennies des outils de base de la modélisation de formes

sur ordinateurs.

Dans ce chapitre, nous montrons le lien étroit qui existe entre les fonctions splines
polynomiales et certains noyaux hilbertiens. Nous en déduisons “naturellement” toutes
les propriétés classiques des fonctions splines polynomiales a une dimension (caracté-

risation, interpolation, convergence).

La méthode que nous utilisons présente I’avantage de s’étendre sans difficulté & plusieurs

dimensions.

Dans tout ce chapitre, on utilisera les données suivantes :
eabeclR,

en,meIN* n>m,

®t0,...,tn €(a,b) 1 —00 <ty <ty <...<t, < 400,
®qg,...,a, €R,

e\, uelR].

1. INTRODUCTION

Les deux problemes suivants (II1) et (Ily) ont été depuis longtemps étudiés.

Le probléme de l'interpolation polynomiale .

Trouver x € C™(a,b) , solution de :
(I11)

2M =0 e a(t)=a; ,j=0, .. m—1

Le probléme des moindres carrés polynomiauz.

Trouver x € C™(a,b) , solution de :
(I12) , -

1nf{Z](y(t]~) —a° 5 oy ecm@ab) |, ym — o}.

Jj=0
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On sait que :

S Kmalihst) = 3 [ Kneanlih = p.8) Ko, 0o

JEZ JEZ

_ / Koot n(0,6)] 32 K u(Gh, —0) |do = h71.
R J€Z

J

htl

Puisque Vt € R, Kpn(e,t) >0, o0ndéduit queVie R, Kpp(e,t) < h™!. m

Fig 05 — La fonction K,, 1(e,0)

09
0,8 |
0,7 }+
0,6 -

0,5
0,4
0,3} m=2

0,2 }
m=1

0.1 ¢ /\ m=3

O 1 |/\| 1 ! ! 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

L

Fig 05bis — La fonction K, 1(e,0)



106 APPROXIMATION HILBERTIENNE

et, par conséquent

Vs,teR, f(t—s)=f(s—t).

Ainsi, & toute fonction continue f € (DIR de type positif, on peut associer un sous-espace

hilbertien de (D]R, ayant pour noyau
RxIR — C
(s,8) +— fls—t)

2. TRANSFORMEE DE FOURIER A “FENETRE GLISSANTE”.
ONDELETTES

2.1 INTRODUCTION

Bien que ’Analyse de Fourier (A.F.) soit, dans de nombreux cas, tres performante, elle
présente cependant en général des inconvénients irréductibles.

En effet, I’ A.F. est une analyse en fréquence et non en temps. De plus, elle est obtenue
au moyen de fonctions qui ont pour support la droite réelle tout entiere.

Quand la fonction qui détermine le signal est tres irréguliere, il faut pour la caractériser
connaitre les valeurs d’un grand nombre de coefficients de Fourier (alors qu’un petit
nombre suffit lorsque cette fonction est réguliere).

2.2 LA “FENETRE GLISSANTE”

Pour analyser localement un signal, on utilise la technique de la “fenétre glissante”.
Celle-ci consiste & tronquer le signal, en multipliant la fonction f qui le représente,
par une fonction g & support borné ou qui soit “négligeable” en dehors d’un intervalle
borné. R . R

Ainsi le calcul de f est remplacé par celui de g.f = g * f. Pour analyser le signal, on
déplace la fenétre sur 'axe des temps. Donnons quelques exemples de fonction g et g.

Exemple I — La fonction indicatrice
Soit : p € R: et g =1_, ,, fonction indicatrice de [—u, p]-

_ sin(2mué)
==

g est un sinus cardinal qui a une infinité d’oscillations.

Alors, VéEelR, g(&) = 2u sinc(2mpg).

1.
09}
08}
07}
06 |
05}
04}
—_— 03}
02|
01}

al-—-—-——-—--

0 1 1 1 1 1 3
-6 —4 -2 0 2 4 6

-1 0

Fig 08 — La fonction indicatrice de [—1,1] et sa transformée de Fourier
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Si (K, < .|.>x) est le sous-espace hilbertien de RR relatif & K , nous savons que :
V21,20 € K, < 21| 22 >x=< ('U/]-')_IZI | (uf)"lzg >n=<z1—-T, 621 | 22—Tw,622 >n -
Puisque,

K(s,0)=(1-w™®)! (ug cos)(s)=(1 — w7 g(s)

ol ¢ est la fonction de Weierstrass définie précédemment, il est naturel de dire que K,
dont la restriction & la droite ¢ = 0 est de type fractal, est un noyau hilbertien de type
fractal et que (K, < -|- >x) est un espace de Hilbert de type fractal.

11 3
10
91
8 %
7%
6 i
5%
4 %
3 3
~0,4 -02 0 0,2 0,4
x
Fig 15 — Noyau fractal (Weierstrass). Echelles différentes
Définition 6.2 — Nous dirons que (K ,< .| . >x) est un espace hilbertien de type

fractal si son noyau hilbertien K est I'image par un processus (linéaire) de type fractal
d’un noyau hilbertien H régulier.

Dans la suite, nous ne considérerons que des processus linéaires de type fractal.
Exemple 4 — Considérons la fonction 1 (fonction non dérivable de Riemann) telle que :
vieR, ()= Z n~2 . sin(n’t)

nelN”
(on montre que v est une fonction de type fractal [12]).

Pour toute fonction z € B(IR), posons :

Vn e N* |, upz=n"2z(ne)
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Deslauriers et Dubuc ont établi dans [4] que ux est une application linéaire de type
fractal.

Désignons & présent par ®g, la fonction de {0,1}% telle que :

1 sim=0
o(m) 0 simeZ
et construisons les fonctions
(I)l = 1)1@0, @2 = ’UQ(I)l, ooy (Dp+1 = Up+1(I)p, .o

Pour tout p € IN, posons :
VfEC®) ) < £,y >= ) f(5)Tp(s).

seD,

Alors la fonction @, peut étre identifiée & une mesure positive bornée sur €.

On peut vérifier [4], que pour des choix convenables de {a1, a2, a3, a4} , la suite (Pp)pen
converge vers une mesure positive bornée de type fractal sur €.

1.2 ESPACES DE HILBERT ET NOYAUX HILBERTIENS DE TYPE FRACTAL

Exemple 3 — Prenons les mémes notations et faisons les mémes hypothéses que dans
I’exemple 1 précédent.

Soit D(IR) ’espace des fonctions indéfiniment dérivables, & support compact, muni de
sa topologie localement convexe classique et D’(IR) son dual topologique.

Désignons par < .,. > le crochet de dualité entre D(R) et D'(IR) (notons que
D(R) C B(R)).
On a, pour tout z € D(RR) :

Vte R, (urz)(t) =< urz,; >=< z, urd, >

= Z w ™ z(w"t) =< z, Z W g >
nelN nelN

et ainsi

t'U,]-‘(st = Z w—"ééwnt .
nelN

Posons, a présent :
Vs,t € R, H(s,t) =cos(s —t) .

On vérifie facilement que H est un noyau hilbertien réel.
Soit

K = U}‘H tu]:.
Alors,

Vs,t eIR, K(s,t)= Z w™ (MM (™ W),
m,nE]N
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Exemple 2 — La fonction “chapeau”

t,
Soient pu € R% et g(t)={1_|;| si—u<t<pu

0 sinon
Alors,

1 sin(muf)]?

veeR, g ==
2L
18 |
16 F
14 |
12 |
1}
08 |

1
06 |
04}
02 |
,\,\./\/\/\/\/\/\/\ . /\/\/\/\/\/\/\I\/\‘
2 4

0
-1 0 1 -10 -8 -6 -4 -2 0 6 8 10

Fig 09 — La fonction “chapeau” et sa transformée de Fourier (i = 1)

Exemple 3 — Fenétre de Gauss
Soient \,p € R} et VteR, g(t) = Ae Ht.

Alors,
_n,2
VEER, €)=/ e w

Cas particulier — La fenétre de Gabor A =n"* ot p=1.
On remarquera que, d’apres le théoréme de Bochner, dans les trois exemples ci-dessus
g est une fonction de type positif a laquelle on peut donc associer un espace de Hilbert.

0,012 3r
0,01 t
0,008
0,006
0,004

0,002

-4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4 -08 -06 -04 -02 0 0,2 0,4 0,6

Fig 10 — La fenétre de Gabor et sa transformée de Fourier
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Proposition 4.8
Soit : m € IN*, h € R

Pour tout t € IR, désignons par Km n(e,t) la transformée de Fourier de Km n(e,t)
telle que :

VeeR | (Rma(e)© = [ e Rnpletids (2= -1)
R

Alors,
() YeeR | (Rmp(ot))(©) = e (sinclne) " (sine(p) = 221)
K n(e,t)* Kpn(e,s) = /IRKm’h(. —p,t) - Ky u(p,8)dp = Kmipn(e,t + 5).

()VteR, Y Kmna(jht)=h"" et  Knpn(et) <h™h
JEZ

Preuve

(i) Posons : Vs, €eR , ¢(s,§) = (—27;71‘6)—2777«6—22’77{3.
Ainsi, (¢(2m)(0,§)> (s) = e~2m¢s. Du théoréme précédent, on déduit que :

vieR , (Bna(s,t))(6) = (DRDm6(e,€))(t) = (~2im€) 2" Djr, DTy, (e7>7)
or, Dy D_p e~ 2mEt = p=2 [e—ing(t—i-h) _ 9p-2imét | e—zmg(t—h)]

— h—2e—2i7r§t(e—2iﬂ'£h + eZiﬂ'&h _ 2)

= 2h~2e7 28t (cos(2méh) — 1) = —(2h71 sin(7r§h))ze"2”5t.
Par récurrence, on montre que :
WteR , DI,D™, e~2imtt — ¢=2imet(_1)™(2h sin(meh)) "
Le premier résultat annoncé s’en déduit facilement.

D’autre part, on a :

~ ~

(Eomn(0,8) % Kpn(9,9) ) (6) = Kin(0,6)(€) - Kpn(e, 8)(€)

= g~ 2imtt (sinc(wﬁh))Qm . g7 2imes (sinc('/rth,))zl7

— e—2iﬂ'§(t+s) (Sinc(ﬂ_gh))Q(m-i'P) — (I?m—}—p,h(.at + S)(&))
(ii) De plus,
Vs,t € R, K1 4(s,t) = Dp1Dpo(—(s—t)4) = A 2[(s+h—t); —2(s—t)1 +(s—t—h)4].
Il en résulte immédiatement que : V¢t € IR | Z K1 n(jh,t) = h~! et puisque

JEZ

K1 n(e,t) >0, on déduit que Ky p(e,t) < h71.
Soit meIN*, m>2.



