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Questions

QUESTIONS

Question Al

Sur N Ila partie suivante de N x N définit-elle une relation transitive, symé-
trique, réflexive: {(1,1), (1,2), (2,1), (2,2), (2,3), (3,1) , (3,3) , (34) , (4,3)}. Si elle
n'est pas transitive, la compléter pour avoir une relation transitive.

Question A2
Soit R une relation sur un ensemble E . Si R n'est pas antisymétrique, est- elle
symétrique ?

Question A3

Dans la figure ci-contre (fleuve),
a<bsi b estenamontde a :est-ce
un ordre total ?

Question A4

Soit A une partie d'un ensemble ordonné. Si max(A) et sup(A) existent, quel
rapport y-a-t'il entre eux ?

Réponses proposées :

* max(A) = sup(A)

* max(A) < sup (A)

e si sup(A) appartienta A, alors max(A) = sup(A)

e si sup(A) n'appartient pasa A, alors max(A) < sup(A) .

Question A5

Est-il vrai que

* si sup(A) existe et n'appartient pasa A, alors max(A) n'existe pas.
e si sup(A) n'existe pas, alors max(A) n'existe pas.

Question A6

Si A et B sont des parties d'un ensemble totalement ordonné, quelles relations
y-a-t'il entre sup(AUB), sup(AnB), sup(A), sup(B) si ces éléments existent ?
Méme question pour les bornes inférieures.

Question A7

Conjecture : les sous-ensembles suivants sont des intervalles.
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Questions

a. Réunion des parties en gras ci-
contre (voir question A3) :

b. Partie de N x N ordonné lexico- b b'
graphiquement :

I={(@21),(22),273),31),32),33)) l

Question A8
Montrer qu'un élément x d'un ensemble totalement ordonné E a au plus un
prédécesseur, et au plus un successeur et que s'ils existent, on a

pred(succ(x)) = succ(pred(x)) = x .

Question A9

Soit R une relation symétrique et transitive : montrons qu'elle est réflexive.

Soit x un élément de E et y tel que xRy . On a alors yRx , par la symétrie,
d'ot xRx par la transitivité.

Ou est l'erreur ?

Question A10

Soit f: E —> F une application, A une partie de E et B une partie de F.
Examiner les énoncés suivants :

a. pour toute partie A de F, ona f(f-1(A) =A.

b. pour toute partie B de E, ona f-1(f(B)) =B.

Question A11
Soit f: E—>F une application, X et Y des parties de E, a-t'on
f(XNY) = £(X) N £(Y) ?

CORRIGES DES QUESTIONS

Question Al

Aucune des propriétés n'est vérifiée :

La relation n'est pas réflexive : on n'a pas (4,4) dans son graphe.

Elle n'est pas symétrique, puisque (2,3) est dans le graphe, mais pas (3,2) .

Enfin elle n'est pas transitive, puisque (3,1) et (1,2) sont dans le graphe mais
pas (3,2).
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Corrigés des questions

second terme

On peut faire un graphique: les (x) 4 0 0 X 0
représentent les couples du graphe de

la premiere relation , les (0) les cou- 3 X % X X
ples qu'il faut ajouter pour obtenir

une relation transitive. Remarquons 2 X X 0 0
que cette hypotheése est suffisamment

forte pour aboutir a une relation ot 1 X X X 0
tout élément est en relation avec tous

les éléments de l'ensemble. (relation

triviale) 4 3 2.1

premier terme

Question A2

Cette conjecture est fausse.

Antisymétrique signifie que "pour tous x ety de E, xRy et yRx entrainent x = y".
Si R n'est pas antisymétrique, il existe un contre-exemple a cet énoncé, soit : "il
existe un couple (x,y), avec x#y, xRy et yRx".

Par ailleurs, symétrique signifie "pour tous x et y de E, si xRy alors yRx".

Ces deux énoncés semblent donc a priori sans rapport.

On peut finir de se convaincre sur un contre-exemple : soit E ={1,2,3} et R défi-
nie par {(1,2),(2,1),(1,3) } . Cette relation n'est ni symétrique puisque 1R3 mais
pas 3R1, ni antisymétrique, puisque 1R2, 2R1, mais pas 1R1.

La conjecture est donc fausse.

Question A3
Cet ordre n'est pas total : des points situés sur des "affluents" différents en amont
du confluent ne sont pas comparables.

Question A4

Soit a = max(A) . Cet élément est un majorant de A , et un élément de A . Soit x
un majorant quelconque de A, comme a€ A, ona x=2>a, donc a estle plus
petit majorant, c'est-a-dire sup(A) .

Question A5

Ces deux énoncés sont vrais, comme on le voit d'apres la question précédente.

Question A6
Si A et B sontbornés, AUB et AnB également, et réciproquement si AUB est
borné, A, B, AnB le sont aussi.
On a alors : sup(AMB) < min(sup(A), sup(B)) ,
sup(AUB) = max(sup(A), sup(B)) ,
inf (ANB) = max(inf(A), inf(B)) ,
inf (AUB) = min(inf(A), inf(B)) .
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Corrigé des questions

Question A7

La réponse est affirmative dans le cas (a) et négative dans le cas (b) , puisque (2,4)
est compris entre (2,3) et (3,1) et n'appartient pasa I.

Question A8

Supposons que y et y' soient tous deux des prédécesseurs de x . Alors les
intervalles ]y,x[ et ]y',x[ sont vides.
Mais E est totalement ordonné donc
y<y ouy<y.
Dans le premier cas par exemple,
y<y' <x,
donc

y'=Y-
IIn'y a qu'un prédécesseur.
On procede de méme pour les successeurs.
Le segment ]x,succ(x)[ est vide, donc

x = pred(succ(x)) .

Question A9

L'erreur est dans le fait qu'on suppose implicitement dans ce raisonnement qu'il
existe un élément y de E tel que xRy, ce qui n'est pas forcément vrai.

Question A10

Ces deux énoncés sont faux en général, le premier est vrai si f est surjective, le
second si f estinjective.

Question A1l
Non : il se peut, par exemple, que X NY soit vide, mais f(X) nf(Y) non vide

(penser a une projection sur une droite dans le plan).
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Problemes

PROBLEMES

Probléme D1
Soit f: R —> R, dérivable telle que pour x positif, f(x) =x et £f(0)=0.

a. Montrer que {'(0)>1.
*b. Montrer qu'il existe une suite (a,) a termes positifs, tendant vers 0 telle que

pour tout n, f'(a,)=1."

c. Sionsuppose de plus f deux fois dérivableen 0 et f(x) > x pour tout x, que
peut-on dire du signe de {"(0) ? *

Probléeme D2
Soit g: R 2_->R , définie par g(x,y)=y- N2 y cos(x) .
a. Etudier et représenter le sous-ensemble du plan défini par g(x,y) = 0, puis
gxy)=0.
%, 1).

Rechercher les extremums de g .
b. Représenter sur la méme figure le sous-ensemble d'équation g(x,y) =1.
LTk
2

Déterminer le gradient de g en

Quelle est la différentielle de g en

Probléme D3

On propose les 7 approximations suivantes d'une méme fonction f au voisinage de
0 (dans toutes ces formules, e(x) désigne une fonction quelconque tendant vers 0
en 0).

Quelles sont les approximations compatibles ?

Dans un ensemble d'approximations compatibles, classer ces formules par ordre de
précision croissante, en explicitant les informations données par chaque formule.

a. f(x)=x+¢ex)
b. f(x) =x+ x2 + &(x)
¢ f(x)=2x+xg(x)
d. f(x) =x+x¢e(x)
e. f(x)=x+x2e(x)
f. f(x) =2x +2x2 + x e(x)
g. f(x) =x+x2+x2e(x)
Probléeme D4
. g y-x+1
a. Onnote f la fonction définie par f(x,y)= =————.
y—1In Ix|

Etudier la continuité, la différentiabilité de f, ainsi que la possibilité de la
prolonger hors de son domaine de définition, en une fonction continue.
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Problemes

1
b. Méme question pour la fonction f(x,y) = x? cos ( ) .
2
X~ +y
Probleme D5
On considere les fonctions suivantes :
f:R2—>R, si y<0, f(xy)=0,

si y>0, f(xy)=y?2cos(x) .
g:R2Z—>R2, g(x,y) = grad f(x,y) -
c:R—>R2, c(t) = (t,3t) .
h=goc:R —>R2.
a. Etudier la différentiabilité de f.
b. Etudier la continuité de h etde g et leur différentiabilité.

*Probléeme D6*

On consideére la fonction définie par f(x) = Arctan(x) .

a. Montrer que f est dérivable a tout ordre.
Pr (x)

b. Montrer que les dérivées de f sont de la forme £(n) (x) =
1+x3)"
P, étant un polyndéme. Calculer Py, P5.

c. Déterminer le degré de P,,, sa parité, son terme de plus haut degré.

d. Démontrer la relation (1 + x2) f"'(x) + 4x £'(x) + 2f'(x) =0 et en déduire f™)(0).

*Probleme D7*

On considere la fonction définie par f)(x,y) =x2 + y2 + Axy + X2 y2, A étant un

parametre réel et on note (S;) la surface associée.

a. Etudier (S)) au voisinage du point (0,0,0) .

b. Soit Ty le plan tangenta (S;) en (0,0,0) . L'intersection TpN(S;) est-elle réduite
a (0,0,0)?

c. Etudier (S)) au voisinage des autres points ot le plan tangent est horizontal.

CORRIGES DES PROBLEMES

Probleme D1
e a . f(x) - £(0)
a. Ladérivée f'(0) estlalimite de m(x)= —-———= lorsque x tend vers 0.
X
Comme pour x>0, m(x) =1, ona f(0)=1.(V)
(V) Si £(0)<1, soit 821_2(0) .
Il existe un réel o tel que pour x compris entre — o et o, on ait

£'(0) — e <m(x) < £'(0) + e:“§®<l.
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On aboutit donc a une contradiction, donc f'(0) > 1.

C'est un cas particulier du résultat selon lequel si pour x >xy, f(x) = a, alors la limite
de f en xg (sielle existe) est supérieure ou égale a a .

b. S'il existe un entier n tel que sur l'intervalle }O p —[ , f'(x) soit inférieur
n

_f0)< L,
n

. . 1
a 1, alors d'apres le théoreme des accroissements finis, on a f(
n

soit f

1 .
< —, ce qui est faux.
n/ n

Lo ) , 1
Donc pour tout n entier il existe un réel a, dans l'intervalle } 0, —[ , tel que
n

fla)=1.
c. Si f(x) = x pour tout x, alors f'(0) = 1, comme le suggere un essai graphique. (V)
(V) Pour montrer que {'(0) =1, on peut procéder comme suit :
Ecrivons 'approximation différentielle de f en 0:
£(x) = £(0) + x £'(0) + x e(x) = x (£'(0) + &(x))
doncsi f'(0)>1, pour x assez proche de 0, f'(0) +&(x) >1 et pour x négatif
on aurait f(x) <x.
Il en résulte que f'(0)=1.

Ecrivons alors le développement de Taylor de f al'ordre 2 en O:
2
f(x) =x + X? £(0) + x2¢(x) avec £(x) tendant vers 0 avec x.

2
1
La condition f(x) > x entrafne X? £'(0) + x2e(x) >0, soit ) £'(0)+ e(x)=0.

Comme ¢&(x) tend vers 0 avec x, il en résulte que f'(0) est positif.

Probléme D2

a. L'équation g(x,y) =0 équivauta y=0, ou cos(x) = f

Le sous-ensemble du plan défini par ces équations est donc formé de droites :

I'axe Ox, etles droites paralleles a Oy d'équations x= =+ % +2kn (k entier).

La fonction g est continue, donc elle ne change de signe qu'en s'annulant : les
droites ci-dessus séparent des zones ot le signe est fixe.
Lorsqu'on traverse la droite y = 0, le signe de y change, et de méme

lorsqu'on traverse une droite x = =+ % +2kn, lesignede 1- 72 cos(x) change.

Pour x=0, y=1, le signe est négatif, les autres signes s'en déduisent de proche
en proche.
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Les extremums sont a chercher parmi les points ou la différentielle de g est
nulle, soit g'x(x,y) =y~2sin (x) =0 et gyxy) =1 —+/2 cos(x) =0.

On doit donc chercher l'intersection de la famille de droites x=i%+ 2kn

avec la droite y =0, d'out les points My 4 = (i % + 2km, 0), et l'intersection

de la famille de droites x = i% +2kp avec la famille de droites x = k'n, inter-

section qui est vide.

En résumé, les extremums sont a chercher parmi les points My ;.

Or gMy4) =0, doncsi My estun extremum, g(x,y) doit avoir un signe
fixe dans un voisinage de ce point.

D'apres l'étude précédente, ce n'est jamais le cas, donc g n'a pas d'extremums.
Le point considéré est Mo , .

Le gradient en ce point est donc le vecteur nul.

Le sous-ensemble d'équation
1

1 - /2 cos(x) y
est représenté ci-contre :

La différentielle de g en (x,y) est
l'application linéaire associée au

y:

produit scalaire par le gradient de
g en (x,y): 0 X
dg(x’y)(h,k) =g\ (xy).h+g,xy) .k

La matrice de dg au point g,O) est ﬂ [\ [\

dong, dans le repere Ox,Oy , («/5,1) .

Probléme D3

La signification des expressions proposées est la suivante :

a.

o opo g

f(x) tend vers 0 avec x.

f(x) tend vers 0 avec x.

f(x) tend vers 0 avec x et a pour dérivée 2 en 0.

f(x) tend vers 0 avec x et a pour dérivée 1 en 0.

f(x) tend vers 0 avec x , a pour dérivée 1 en 0 et admet un développement
limité a l'ordre 2, égala x.

f(x) tend vers 0 avec x et a pour dérivée 2 en 0.

f(x) tend vers 0 avec x, a pour dérivée 1 en 0 et admet un développement
limité a l'ordre 2, égala x +x2.

On a donc la chaine suivante d'implications :





