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124 INTRODUCTION À LA MÉCANIQUE STATISTIQUE

internes  UR  et   Us  du réservoir et du système  s .  L'énergie interne totale  U0 =  U R +  Us
est  constante. Si le système s est dans un état d'énergie   Es ,  U0 – Es  est l'énergie du
réservoir. Quelle est la probabilité pour que le système  s  soit dans un état quantique  i
d'énergie  E i ?  C'est par définition le facteur de Boltzmann. Si l'on précise que  s  est dans
l'état  i  d'énergie  E i ,  le nombre d'états accessibles du système total se réduit à celui du
réservoir  R  avec l'énergie appropriée,

gR + s  =  gR  ×  1  =  gR  .

Ce nombre est donc  gR  U 0  –  Ei   .
Le rapport des probabilités d'avoir  s  dans l'état  1  d'énergie  E1  et dans l'état  2  d'énergie
E2  est donc, d'après l'hypothèse fondamentale selon laquelle, pour un système isolé on a une
égale probabilité d'être dans l'un des états quantiques accessibles,

P  E1 

P  E2 
  =  

gR   U 0 – E1 

gR   U 0 – E2 
  .

 
(1)

Si le réservoir est grand, les multiplicités  gR  sont énormes ; et d'après l'équation (21) du
chapitre 6,

P  E1 

P  E2 
  =  

exp  σR   U 0 – E1  

exp  σR   U 0 – E2  
  . (2)

Mais

σR  U 0 – E   =  σR  U 0   –  E  
∂σR
∂U0

 
 V, N

σR  U 0 – E   =  σR  U 0   –  E
kB T  . (3)

On a donc :

 P
  E1 

P  E2 
  =  e

 – E1 / kB T

e – E2 / kB T
   . (4)

Le facteur  e– E / kB T  est le facteur de Boltzmann .

FONCTION DE PARTITION OU SOMME D'ÉTATS

Il s'agit d'une notion essentielle qui, nous le verrons, permet de calculer toutes les grandeurs
thermodynamiques du système  s .
La fonction de partition z est définie par

 z  =  e– E i / kB T∑
i

  =  e–  β E i∑
i

 
(5)
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avec :
β  =  1

kB T  =  1τ  . (6)

Puisque  P  Ei ∑
i

  =  1 ,  nous voyons que  :

P  E i   =  e
 – β E i

z   .

Il faut souligner que la somme intervenant dans l'expression (5) de  z  est une somme sur tous
les états quantiques  i ,  que l'on désigne encore par somme d'états. Si un niveau  E i  a une
multiplicité  g i ,  sa contribution à la fonction de partition est  gi e  – β E i   .
L'énergie moyenne du système  s  est :

Ε  =  Ei P  Ei ∑
i

  =  Ei  
e – β E i

z∑
i

  . (7)

Mais,
dz
dβ

  =  – Ei e  – β E i∑
i

et

  Ε  =  – 1
 z 

  dz
dβ

  =  –  d
dβ

  Ln z    .  (8)

Ε est une moyenne thermique ; c'est une moyenne d'ensemble. D'une façon générale les
propriétés statistiques  du système sont obtenues en considérant des copies identiques de
l'ensemble système + réservoir, une copie pour chaque état est accessible. C'est l'ensemble
canonique. De plus, il est équivalent de raisonner sur les probabilités d'un système d'occuper
les différents états  i  d'énergie  E i  ou de considérer un ensemble de systèmes identiques en
contact avec le réservoir  R  et de chercher les populations des différents états d'énergie .
Pour  N  systèmes identiques en contact avec  R,  l'énergie interne sera

U  =  N Ε   =  – N  d
dβ

  Ln  z (9)

où  z  est la somme d'états relative à un système.
Remarquons que l'on peut encore écrire (8) sous la forme :

Ε  =  kB T2 ∂∂T  Ln  z  . (10)

Notons que si l'on considère un grand nombre de systèmes  s  en équilibre thermique comme
les molécules d'un gaz où  les interactions entre les molécules sont très faibles et nous laissent
ainsi définir avec précision l'énergie d'une molécule, on peut dire que chaque système  s  qui
est un sous-système de l'ensemble est en équilibre avec le réservoir  R  constitué par
l'ensemble des autres sous-systèmes. L'énergie moyenne de chaque sous-système (molécule)





CHAPITRE 12

GAZ DE FERMI ET GAZ DE BOSE

Nous allons étudier les propriétés des gaz de fermions et de bosons considérés comme des
particules indépendantes (sans interactions). Contrairement au chapitre précédent, nous nous
intéressons aux propriétés de ces gaz à basse température, c'est-à-dire en régime quantique.
Les fonctions de distribution correspondant aux deux types de statistiques conduisent à des
propriétés physiques remarquables.
Nous considèrerons d'abord les propriétés des fermions et nous introduirons la notion
fondamentale d'énergie de Fermi. Nous définirons le concept de densité d'états qui nous
permettra d'évaluer la variation du potentiel chimique et de l'énergie interne avec la
température. Nous appliquerons ces résultats à la capacité calorifique d'un gaz d'électrons et
nous donnerons quelques exemples de l'importance du gaz de fermions en astrophysique et
en physique nucléaire. Une étude générale  des propriétés thermodynamiques du gaz de
fermions sera développée.
Dans une deuxième partie, nous examinerons les propriétés des gaz de bosons et nous
mettrons en évidence le phénomène le plus spectaculaire concernant la condensation de Bose-
Einstein qui sera appliquée à des considérations simples sur l'hélium suprafluide. Nous
concluerons ce chapitre par une étude générale des propriétés thermodynamiques d'un gaz de
bosons.

1. INTRODUCTION

Comme nous l'avons dit à de multiples reprises, les particules (atomes, molécules, électrons,
protons, neutrons, etc …) sont,  soit des bosons, soit des fermions. Si  n = N / V  désigne le
nombre de particules par unité de volume, nous avons vu que si

n  <<  nQ  =   
2 π m kB T

h2
 

 3 / 2
  , (1)

on est en régime classique ; on a un gaz parfait. Au contraire, si  n ≥ nQ ,  on est en régime
quantique ; on a affaire à un gaz quantique.
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Si  n  est fixé et  T  variable, on a le régime quantique si  nQ < n ,  c'est-à-dire si

kB T  <  h2

2 π m
  n  2 / 3  . (2)

On définit une température limite

T0  =  h2

2 π m kB
  n  2 / 3 (3)

correspondant à  n = nQ . Si  T << T0   on dit que le gaz est dégénéré.
Remarquons que lorsque  T → 0 ,  l'expression  S  de l'entropie donnée par la formule de
Sackur-Tetrode (équation 20 du chapitre 11) diverge comme  Ln T .  Nous verrons dans ce
chapitre qu'aussi bien pour les fermions que pour les bosons, on a un état fondamental simple
qui est seul peuplé lorsque  T → 0  et que l'entropie s'annule dans ces conditions.
En régime classique (équation (15) du chapitre 11),

f ( E )  ª  e
 µ – E 

kB T   =  n
nQ

  e
– E

kB T  .
(4)

Avec le choix usuel de l'origine des énergies sur l'état fondamental

f ( E )  ≤  n
nQ

  << 1  .
(5)

Pour les fermions, un état ne peut être occupé que par  0  ou  1  particule. A basse
température, de nombreux états de faible énergie seront occupés par un fermion :

A   T = 0 f ( E ) = 1 si  E < µ = EF
f ( E ) = 0 si  E > EF  .

L'énergie  EF  apparaît donc comme l'énergie au-dessous de laquelle il y a assez d'états pour
contenir toutes les particules du système. A  T = 0  tous les états tels que  E < EF  sont
occupés et tous les états tels que  E > EF  sont vides.
Pour les bosons, il n'y a pas de limites à l'occupation d'un état.  A  T = 0 ,  l'état fondamental
est occupé par toutes les particules du système. Si  T  augmente, l'état fondamental perd
lentement sa population et les états excités se peuplent un peu avec un nombre relativement
faible de particules. Au-dessus de  T0 , l'état fondamental perd son caractère privilégié et le
peuplement des états excités s'effectue normalement.

2. LE GAZ DE FERMI

Un gaz de Fermi est dit dégénéré si  kB T << EF. Les états d'énergie  E < EF  sont presque
entièrement occupés ; ceux pour  E > EF  sont presque entièrement vides. Un gaz de Fermi est
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Visiblement, on a :
N  =  2  18  4

 π
3   nF3  =  π3  nF3  . (9)

Dans cette expression, le facteur 2 provient des deux états de spin  ms = ± 1 / 2 , et le facteur
1 / 8  du fait que l'on ne considère qu'un octant dans l'espace  nx , ny , nz , vu que ces trois
nombres sont  > 0 . Par conséquent :

nF  =   
3 N
π

 
 1 / 3

(10)

et, d'après (8 a), en introduisant le volume  V = a3 ,

EF  =  h– 2

2 m  π 2

V 2 / 3
   

3 N
π

 
 2 / 3

  =  h– 2

2 m   
3 N π2

V
 

 2 / 3
  . (11)

On définit la température de Fermi  TF  par :

EF  =  kB TF  =  h– 2

2 m   3 π2 n 
 2 / 3   , (12)

où  n = N/ V  est le nombre de fermions par unité de volume.
Nous voyons que  TF  est proportionnel à n2/3.

ENERGIE DU FONDAMENTAL DU SYSTÈME À T = 0

L'énergie interne pour  T = 0  est donnée par :

U 0  =  2 En'∑
n' ≤ nF

  =  2  18  4π dn'  n' 2 En'
0

n F

  =  π h–2 π2

2 m a2
  n' 4 dn'

0

n F

  =  π 3 h–2

10 m a2
  nF

5 .

(Notons que nous désignons par n' l'indice des différents niveaux  n' = nx
2 + ny

2 + nz
2

pour ne pas confondre avec  n  =  NV  .)

On a encore, d'après (9) :

U 0 =  π 3 h–2

10 m a2
  3

 N
π

  nF2  =  3 h–2

10 m
  N   

π nF
 a 

 
2
  ,

soit, d'après (8 a) :

 U0  =  35  N EF   . (13)

L'énergie cinétique moyenne par particule est :
U 0
N   =  35  EF  . (14)






