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Si la fonction f est croissante (resp. décroissante ) en chaque €¢lément a de E, on dit
qu'elle est croissante (resp. décroissante ) sur 'ensemble E et dans les deux cas, on
dit qu'elle est monotone sur l'ensemble E.

5.2. CONTINUITE

On dit qu'une fonction ¢ positive de la variable x positive ou nulle (x>0) est un
module de continuité si ¢ est croissante a partir de @(0)=0 et prend des valeurs
arbitrairement petites sur l'ensemble des réels strictement positifs (x>0).
(Pour éviter des complications inutiles dans la suite, on admet pour ¢ une valeur,
notée o , supérieure a tout nombre positif).
Exemples : les fonctions suivantes sont des modules de continuité

- la fonction linéaire x (@ kx avec k>0,

- la fonction x (@ x?,

- la fonction x (@ kx+x%* avec k>0,

- la fonction racine carrée x (@ Vx ,
- la fonction ¢ définie par  @(x)=tgx si x<% et @o(x)=ow si xi%

On dit que la fonction f est continue en a s'il existe un module de continuité ¢ tel
que, pour tout élément b de E, on ait

|f(b) —f(a)] < (/b —a]).
Si la fonction f est continue en chaque ¢lément a de E, on dit que la fonction fest

continue sur l'ensemble E.
pilb-al)
fil) - fiay
fla)
f /_7\
a 4]
Exemples

+ La fonction définie par x(@ 1 — xZ est continue sur R car, pour tout a réel,
[(1—b%)—(1—a?)|=|b—a| |b+a] <2alb—a|] +|b—a] 2.
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On étend la définition de l'intégrale au cas ‘b ‘a
b<a. ’ f dx :—’ f dx

Ja Ib
On a la formule de Chasles pour les c b c
intégrales, valable quelle que soit la position ‘ fdx = ‘ f dx + f dx
relative des trois nombres réels a, b, c. Ja la Ib

2.2 RELATIONS ENTRE INTEGRALE ET PRIMITIVE

Si F est une fonction dérivable telle que F'=f, on dit que F est une primitive de f.

Obtention d'une primitive de t

La fonction ¥ définie par l'intégrale ¥ (x) = , f(t) dt estune primitive de f.
Ja

Y(X+n) —r(X)

) 78X) _ 1
En effet . - f(t) dt

., Jx
D'aprés la continuité de f, ce rapport tend
vers f(x) quand h tend vers 0

car f(x)—@(h) <f(t) <f(x)+o(h) R
‘X+h ! -
#+ b
donc 1 f(t) dt —f(x) | < o(h)- ® o
JX
Expression de toutes les primitives de {
Si F est une primitive quelconque de f,ona r(x)—r(a)=] T(1) at.
En effet la fonction définie par F(x) —’ “f(t) dt a une d&ivée nulle sur [a,b] ; elle
a

est constante sur [a,b] d'aprés les propriétés des dérivées (chapitre 3, § 5.3) et vaut
F(a).

Conséquences
P . S ‘b
S"l 1’ on connait une l?rlmlrtw.e F de f, f(x) dx = F(b) —F(a)
l'intégrale de f sur [a,b] s'en déduit. la
» Si I’on ne connait pas de primitive de f, X
on peut en calculer une, ¥, par calcul ¥(x) = ’ f(t) dt
numérique. '@

Formule fondamentale du calcul intégral

La différence F(b)—F(a) s'appelle la variation de la fonction F entre a et b ; elle se
note aussi |F(x) |¥ . D'aprés la forme des primitives de f, on l'exprime comme
l'intégrale entre a &th de l'expression F'(x) dx qui est la différentielle dF de la fonction F
(chapitre 3, § 5.4).
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8. CAPACITE VITALE

La capacité vitale est le volume d'air maximum pouvant étre mobilisé par une
inspiration forcée suivie d'une expiration forcée.

Le tableau ci-contre donne la capacité vitale théorique ¢ exprimée en cm? en fonction
de l'dge g (en années) et de la taille t (en cm). Ces valeurs de c ont été obtenues aux
Etats-Unis a partir de moyennes portant sur un grand nombre de mesures.

a) Ce tableau exprime ccomme fonction des deux variables g et t. Donner une
représentation graphique de cette fonction sous forme de courbes de niveaux.

b) On remarque que pour un age fixé, la capacité vitale est approximativement linéaire
relativement a la taille. Représenter graphiquement le rapport c/t en fonction de g et
de t ; vérifier qu'il ne dépend pratiquement pas de t et est affineeng: c/t=a+bg.

Renvoi : chapitre 4, exercice 5 pour une évaluation des coefficients a et b.

c) Pour calculer la capacité vitale, on utilise aussi des approximations affines. On
étudiera la suivante :
c° 19,7 g+ 23,1 t + 754.
Comparer cette fonction a celle qui est représentée par le tableau.
Construire un abaque donnant ¢ en fonction de g et de t en utilisant cette
approximation.

Référence : 1.GERMOUTY - La fonction respiratoire, Editions des Laboratoires Diamant, (1963).

Taille Capadg dtle hge
fn ) ) farres)
200 |
3 d =
190 E
5 3 =
n =
00 E =
n — 40
170 + — &0
C — =0
160 - =
- 2000 3
- - o
15D [ 3
— w0




EXERCICES DU CHAPITRE 7 - MODELES MATHEMATIQUES 251

6. DOSAGE D'UN MEDICAMENT

On injecte un certain médicament par voie intraveineuse ; on désigne par C(t) la
concentration du médicament dans le sang a l'instant t. Aprés l'injection, la décroissance
de la concentration C obéit a la régle suivante :

a)

b)

d)

f)

AC=—yCAt (ou yest une constante positive).

Montrer que la concentration C(t) suit une loi exponentielle C(t)=Qe " ou Q est
une constante dont on précisera la valeur.

On note T l'intervalle de temps nécessaire pour que la concentration baisse jusqu'au
tiers de sa valeur a l'instant t, c'est- a-dire :
C(t+T)=C(t)/3.
Vérifier que T ne dépend pas de tet de C(t) ; exprimer T en fonction de y.
Une dose de 200 mg est administrée a un malade et un dosage de concentration est

effectué a divers instants t (I'instant t=0 correspond a la fin de l'injection).
Les résultats sont donnés dans le tableau (t en heures, C en pg/ml):

t 0 1 2 4 6 8 12 16 20 24
C 11,0 10,2 9,5 8,2 7,0 6,1 4,5 3,4 2,5 1,8

Représenter graphiquement C en fonction de t en coordonnées réguliéres et en coor-
données semi-logarithmiques.

Vérifier que C suit approximativement une loi exponentielle dont on évaluera les
constantes.

Evaluer l'intervalle de temps T.

Pour que le médicament soit efficace sans é&tre toxique, sa concentration doit
toujours rester comprise entre un seuil minimum Cmin et un seuil maximum Cmax,
c'est-a-dire :

Cmin < C(t) < Cmax.
Pour le médicament considéré, on a : Cmin=>5 pg/ml, Cmax =15 pg/ml.

* Indiquer quelle quantité de médicament il faut injecter au malade considéré pour
que la concentration a l'instant initial t=0 soit la concentration maximum Cmax.

* Au bout de combien de temps la concentration descend-elle alors au-dessous de la
concentration minimum Cmin ?

On veut définir une posologie pour un traitement de longue durée avec ce
médicament. Déterminer, pour le patient considéré, le nombre de piqilires a effectuer
chaque jour et la dose a injecter ; on désire faire le moins de piqires possibles, ces
piqires étant faites aux mémes heures tous les jours. L'augmentation de la
concentration au moment de chaque injection de médicament est proportionnelle a

la quantité de médicament injectée.

On se propose de déterminer automatiquement la posologie pour traiter tout
nouveau malade devant étre soigné avec le médicament considéré.

Pour cela, on fait subir a chaque nouveau malade le test décrit dans la question c) et
on note les concentrations correspondantes C(0), C(1),....

Ecrire un programme permettant, en entrant les données obtenues au moyen du
test, d'afficher les horaires des piqiires et leur dosage.

Rédiger un mode d'emploi de ce programme, en vue de son utilisation dans un
service hospitalier.
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7. ETUDE D'UN MEDICAMENT ANTIEPILEPTI QUE

Le médicament étudié dans 1'exercice précédent était un antiépileptique, médicament
dont les caractéristiques générales sont les suivantes :

¢ l'utilisation du médicament est prévue pour des traitements de trés longue durée ;
I'effet du médicament est corrélé a la concentration plasmatique du médicament ;

* la concentration plasmatique doit étre supérieure a un certain seuil C_;
(sous peine d'inefficacité du traitement) ;

* la concentration plasmatique ne doit pas dépasser un certain plafond C

(assez proche de la concentration C, , considérée comme toxique).

En période d'expérimentation, un nouveau médicament de ce type est essayé sur 12
patients.

Une dose de 200 mg est administrée par injection intraveineuse et un dosage de la
concentration plasmatique (exprimée en pg/ml) est effectué a divers instants t (en
heures) a partir de l'instant 0 correspondant a la fin de l'injection. Les résultats sont
donnés dans le tableau suivant (données fictives).

t 0 1 2 4 6 8 12 16 20 24
n°1 11.0 8.5 7.0 5.5 4.7 4.4 3.7 3.1 2.6 22
n°2 104 8.1 6.7 5.4 4.7 4.3 3.5 29 2.4 2.0
n°3 12.0 8.6 72 5.8 53 4.7 42 33 2.8 2.4
n°4 10.1 79 6.5 5.2 4.5 4.0 33 2.7 2.3 1.9
n°5 10.5 8.0 6.7 5.2 4.6 4.1 3.4 2.8 2.3 1.9
n°6 9.0 7.0 59 4.8 42 3.7 29 2.4 2.0 L5
n°7 10.2 79 6.5 5.2 4.6 42 3.4 2.8 2.4 2.0
n°® 8 11.2 8.4 7.0 5.7 5.0 4.5 3.9 3.6 2.8 2.4
n°9 104 8.0 6.6 53 4.6 4.3 3.6 29 2.4 2.0
n° 10 9.9 7.5 6.2 4.9 4.4 3.9 3.0 2.5 2.0 1.8
n° 11 10.6 8.1 6.7 5.4 4.7 4.3 3.5 29 2.4 2.0
n°® 12 10.5 8.2 6.9 5.7 5.0 4.4 3.6 3.0 2.6 2.0

a) Pour chaque instant t, calculer la moyenne C(t) et l'écart-type de la concentration
plasmatique.

b) Tracer en coordonnées semi-logarithmiques la courbe représentative de C en
fonction de t et vérifier que C peut &tre considérée comme somme de deux
exponentielles.

Evaluer les demi-vies correspondant a ces deux exponentielles : estimer la demi-vie
la plus courte et soustraire I'exponentielle correspondante de C(t) puis estimer I'autre
demi-vie (méthode de l'épluchage exponentiel).

¢) La valeur de 1'élimination urinaire du médicament a été déterminée : on a trouvé
(pour la période de 24 heures étudiée) une dose moyenne de 92 mg (écart-type = 10
mg).
En déduire une interprétation des deux demi-vies et proposer un modéle d'échange
entre plusieurs compartiments (sang, reins, liquide interstitiel, ...).

d) Sachant que, pour ce médicament, les concentrations plasmatiques limites sont
Cpin = S0g/ml, Cooax = 15 1g/ml, Cpox =20 ng/ml

proposer une posologie pour un traitement de longue durée en indiquant le nombre
d'injections par jour et dosage de chaque injection (voir exercice précédent).
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3.E QUILIBRE PROIES - PREDATEURS

La mise en équation de 1'équilibre proies - prédateurs étudié au chapitre 7 (§ 4) est basée
sur des relations entre accroissements des deux variables qui sont le nombre de proies L
et le nombre de prédateurs R ; on peut utiliser directement ces relations pour évaluer de
proche en proche les deux populations pour des intervalles de temps régulicrement
espacés :

|AL=aLAt—bLRAt, (1

AR=—pRAt+qLRAt.

c'est exactement la méthode d'Euler appliquée au systéme de Volterra :
L'=aL—bLR, )
R'=—pR+qLR.
On cherche des approximations de L et de R connaissant leurs valeurs initiales 1, et R,
pour t=t, (qu'on supposera €gal a 0). Les valeurs successives (L;,R)), (L,,Ry), ... de (LR)
pour t;=ty+h, t, =t +h, ... sont approchées par:

t to t1=t0+h t2=t1+h
L LO L1:L0+hL0 (a—bRo) IJZ:L1+hL1 (a—bRI)
R | Ry R;=Ry+hRg(qLy—p) R, =R; +hR;(qL;—p)

On obtient de meilleures approximations des solutions L, R du systéme de Volterra en
adaptant au systéme différentiel du premier ordre la méthode de Heun.

Les valeurs approchées (L;,R;), (L,,R,), ... de (L,R) pour t; =ty+h, t, =t;+h, ... sont obtenues
par correction a partir des valeurs (Ly, R)), (Ly Ry), .. prévues par la méthode d'Euler.

t to t1:t0+h t2:t1+h
Ly =Ly+hLgy(a —bRy) L,=L,+hL;(a —bRy)
R; =Ry +hRy(q Lo—p) R, =R, +hR; (q L;—p)

L1, L1=E—gl_o(a —bRy) +g|:(a —bR;) |_2=|T2—g|_1(a —bR;) +%|T2(a —bR,) | ...

R| Ro|Ry=Ry =Ry (@ Lo—p) + 1Ry (@ Ly —p) |Ro=R, DRy (a Ly —p) +1R; (a L) .

a) Programmation
Pour chacune des deux méthodes, écrire un programme en Pascal permettant
d'afficher les valeurs successives de L et R a partir de leurs valeurs initiales lues au
clavier ainsi que les valeurs des constantes a, b, p et q. La valeur du pas sera aussi lue
au clavier de maniére a pouvoir expérimenter sur la précision des méthodes.

b) Expérimentation
Exécuter ce programme avec les données suivantes :
a=0,6; b=001; p=25; q=001; L(0)=200; R(0)=50.
Relever dans un tableau les valeurs prises par L et R pour t par pas de 0,2 entre 0 et 6.
Représenter les fonctions L et R de la variable t dans les mémes axes.
Représenter gra higuement les couples (L,R) ainsi obtenus, ainsi que le point E de
coordonnées (a, B) . Calculer le maximum et le minimum de L et de R.

Calculer la durée d'un cycle et la comparer a I'évaluation de la période
obtenue par linéarisation (chapitre 7, § 4.4). Vap
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4. VALEURS DE LA FONCTION DE GAUSS

On considere 1'équation différentielle  y'=ty+1.
a) Trouver les solutions de cette équation.
Vérifier que la solution f telle que f(0)=0 est définie par

t
f(t)y = et¥2 | e—v¥2du .
JO

b) Exprimer la fonction de Gauss ¢ (exercice 3 du chapitre 6) au moyen de f.

c) Calculer ¢(1) en résolvant numériquement 1'équation différentielle et comparer les
résultats obtenus par les diverses méthodes de résolution.
Comparer avec les résultats obtenus par les méthodes de calcul numérique des
intégrales.

d) Peut-on calculer l'intégrale de Gauss (exercice 2 du chapitre 6) en utilisant ces
méthodes ?

Les méthodes de simulation mathématique et de visualisation, basées sur la résolution numérique
des équations différentielles du premier ordre s'adaptent a la résolution des systémes différentiels du
premier ordre, comme on I'a vu dans I'exemple du systeme de Volterra (exercice 3). Ces méthode
sont précieuses pour I'étude des phénomeénes irréguliers dont un exemple typique est donné par le
systéme de Lorenz (exercice 5) qui est l'analogue continu du comportement chaotique étudié dans le
chapitre 7 (exercice 4) pour des variables discretes.

Une équation différentielle d'ordre supérieur peut se mettre sous la forme d'un systéme différentiel du
premier ordre pour faciliter la mise en évidence des propriétés des solutions, par exemple I'existence
d'un régime permanent vers lequel tend 1'évolution du systeme (vibrations non linéaires : exercice
6).

5. SYSTEMES DIFFERENTIELS

Les méthodes d'Euler et de Heun utilisées dans l'exercice 3 pour étudier numériquement
le systtme de Volterra s'appliquent de la méme fagon a un systéme différentiel du
premier ordre se présentant sous la forme
x'=F(t,x,y,2)
y'=G(tx,y,2)
7' =H(t,x,y,z)
a) Programmation
Ecrire un programme en Pascal permettant d'afficher les valeurs successives de x, y
et z a partir de leurs valeurs initiales lues au clavier. Les fonctions F, G et H seront
déclarées dans le programme sous le mot-clef function.

b) Expérimentation
Un systéme simple de trois équations amenant a des comportements irréguliers et
apparemment erratiques des variables a été¢ proposé en 1963 par E. Lorenz pour la
modélisation de mouvements de convection dans l'atmosphére. Il dépend de trois
parametres s,retb :
X'=(y—x)s
Yy =rx—y—xz

zZ'=xy—bz
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Fonctions puissances : f(t)=t*

Variable : t strictement positive Parametre : o réel quelconque
Relations de définition Graphes
t™ =1
=
x=t"* o xe=t avef;x>o
t>0

Relations fonctionnelles
t%ue = (tu)®

t* tP = totf
(ta)ﬁ = tof
Monotonie

Fonction croissante  si o.>0
Fonction décroissante si o.<0

Limites

1¢=1 quel que soit o
lim to = |° sia>0
t—>e 0 sia<O
im t® = /O sia>0
t-0 \eo sia<0

Dérivées ('t 0‘)' = at*

Fonctions exponentielles : f(t)=a

Variable : t réel quelconque Parametre : a strictement positif
Relations de définition Graphes
A partir des fonctions puissances,
¢échange de la variable et du parameétre. ¥
1 aze
Relations fonctionnelles "=
at bt = (ab)t =
1zmz e
at aU = at +u
( at ) uo_ atu /
t = atl ,
a = e n a 1 J
e=2,71828182... T m=1
" ,’J Ozezd
1 ll|r -\-\-\-\-\_\-\-‘—‘-\—\_
Dérivées (at) = atln a - : -t

(et) = et -1 o 1



COMPLEMENTS B - RELATIONS ENTRE VARIABLES 305

Fonctions logarithmes : f(t)=logat

Variable : t>0 Paramétre : a>0 a#1: base du logarithme
Relations de définition Graphes
x=log ;t &t =ax
Cas particuliers W

x=log .t &t =eX
(logarithme népérien, noté In)
x=log 190t &t =10
(logarithme de base 10, noté log)

R S

Relations fonctionnelles
log quv = log ju+log Vv
log at® = o log at

Rapport entre bases différentes
a = elog a

ax = exlog a

log ,t = 1Nt og, _logat
In a log , b
1 C
e, |= l |O t - ‘I ~ 0,4342- |: 1
Dérivées (In t) L (log t) tin 10 T , (log at) t1In a

Croissance comparée (on suppose 0.>0)

Graphes
¥ at
]
g e=d
Lorsque t augmente indéfiniment
+ ettend vers l'infini plus vite que t*
l[im i = e Oz m<d
t—>e @
td.
* t* tend vers l'infini plus vite que Int 1

tOC

lim = e
t-e |INt // It






