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1.3 ELEMENTS DE THEORIE DES REPRESENTATIONS.
TRANSFORMATIONS UNITAIRES

1.41. Ecrire les fonctions propres du rayon vecteur ¥, et de I'impulsion ¥,, normées
de fagon adéquate en représentation r et p.

1.42. Chercher en représentation p la fonction d’onde de I’état de la particule étudié

dans 1.19.

1.43. A partir de la fonction d’onde ¥(z, y, z), calculer la probabilité de présence de
la particule telle que z et p, vérifient 2; < 2z < 22 et p1 < py < po.

1.44. Chercher la forme explicite des opérateurs réflexion R et translation fa en
représentation p.

1.45. Montrer que lorsque ’on passe de la représentation r a la représentation p, la
parité de la fonction d’onde par rapport a son argument ne change pas.

1.46. Un opérateur linéaire quelconque est, en général, un opérateur intégral. Etablir
la relation entre L(x,z') et L(p,p’) qui sont les noyaux d’un méme opérateur I en
représentation respectivement x et p.

1.47. Chercher la forme des opérateurs 71 et 72 en représentation p. Vérifier
I’égalité

=iyl
1.48. Soit deux opérateurs hermitiens Aet B. Indiquer la relation liant les fonctions

propres de 'opérateur A en représentation B et les fonctions propres de I'opérateur
B en représentation A. Pour illustrer ce résultat, étudier les opérateurs = et p.

1.49. Notons ¥; = U, 'ensemble complet des fonctions d’onde supposées normées.
Exprimer en fonction des éléments matriciels

fik I/\I’?f\l’de

d’un opérateur arbitraire f:
a) le résultat de I’action de l'opérateur f sur la fonction ¥; ;

b) le résultat de I’action de 'opérateur fsur la fonction d’onde d’un état arbitraire
en représentation A.

Comparer les résultats obtenus.
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1.41. U, (r) = d(r — ro), Uy, (r) = (27h) =3/ exp(ipo - v/h),

@, (r) = (27h) 3/ exp(—ip - vo/h), @, (p) = d(p — po)-

2. 2

1.42. ®(p) = \/aZ/hC exp {_i(p—go)xo _ (p=po)?a

1.43. La probabilité cherchée vaut

Z2 P2 o0
w= / / / |F(a:,py,z)|2dxdpydz,
21 P —o0

ol

p

W (2, y, ) dy,

F(x,py,

1
e
27h
la fonction ¥(x,y, z) étant supposée normée a 'unité.

1.44. Multiplions les deux membres de la relation E\If(l‘) = ¥(—x) & gauche par
V7 (z) et intégrons. Compte tenu de la relation W, (x) = ¥_,(—x), on obtient

RO (p) = /_Oo U () RY (2)de = /_Oo U* (—2)U(—z)dr = B(—p),

c’est-a-dire Eq)(p) = ®(—p).

Il est facile de trouver la forme de l'opérateur translation fa\I!(x) = U(z+a)en
représentation p : on le représente sous la forme T, = exp (a %) = exp(iap/h) (voir

le probléme 1.12 b). Etant donné qu’en représentation p, p = p, on a T, = exp(iap/Fk).
1.45. De la condition ¥(r) = R¥(—r), ou R = =1 est la parité d’état, on obtient

(p)

/\p;(r)\p(r)dv = R/\I!;‘)(r)\ll(—r)dv

R/\I!*_p(—r)\ll(—r)dv = R®(—p), (1)

(dans la transformation (1) on a tenu compte de la propriété ¥, (r) = ¥_,(—r)).

1.46. Par définition (voir probléme 1.15), on a :
V(z) = LU(x) = /L(m,x’)\ll(x’)dx’. (1)

Substituons dans (1)
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2.47. Déterminer les coefficients de transmission et de réflexion des particules pour
un potentiel de la forme U(z) = ad(x) (fig. 11). Etudier les cas limites F — oo et
E — 0. Discuter les propriétés analytiques des amplitudes (assimilées & des fonctions
de la variable complexe E) de réflexion A(E) et de transmission B(F) des particules.

U(x)

Figure 11

Montrer que les points £ = 0 et £ = oo sont des
points de branchement de ces fonctions. En faisant
dans le plan de la variable complexe E une coupure a
partir du point £ = 0 suivant le demi-axe réel £ > 0,
chercher les singularités des fonctions A(F) et B(FE)
sur le premier feuillet, dit physique, ainsi que sur les
autres feuillets de leur surface de Riemann (le feuillet
physique est fixé par la condition que la partie ima-
ginaire de ’énergie F sur le demi-axe réel E > 0 tend
vers zéro en restant toujours positive). Montrer que
ces singularités correspondent aux péles et établir
le lien entre la position des poles et les niveaux du
spectre discret.

2.48. Chercher le coefficient de transmission des particules & travers une barriére
(U > 0) de potentiel rectangulaire (fig. 12)

0, z<0etzxz>a,
U(x)_{ Up, 0<z<a

Discuter les cas particuliers suivants :

a) F — oo (de fait E > Uy) ;

b) barriére de faible transparence (Ug — E)ma?/h? > 1 ;
c) E— 0 (de fait E < ma?UZ /A et E < Up) ;

d) ma?Ug/h? < 1 et ma®’E/h? < 1.

Pour ce dernier cas, comparer au résultat du probléme
précédent.

2.49. Méme question que dans le probléme
précédent, mais pour un puits de potentiel.

2.50. Chercher les énergies pour lesquelles
les particules ne se réfléchissent pas sur la
barriére de potentiel de la forme (fig. 13)

U(x) = ald(z) + §(z — a)].

U(z)
Ug
0 a z
Figure 12
U(z)
0
J |\ J
0 z

Figure 13
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Les coefficients de réflexion R = |A|? et de transmission D = k'|B|?/k :

R(E):(ﬁ—m) | D(E):(4 E(E = Th)

VE+VE =T, \/F—|—\/E—U0)2.

et on a, comme attendu, la relation R(E) + D(F) = 1.

Cas limites :

UZ2/16E% — 0, pour F — oo,
A/ (E = Uy) /Uy = 0, pour E — Uj.

o~
~
o~
~

2.47. On suppose ici que les particules incidentes viennent de la gauche (z < 0). La
solution de I’équation de Schrodinger décrivant la réflexion de ces particules est de la
forme

ehT 4 A(k)e™™ z <0 (k= +\2mE/RZ > 0),
Wy (z) = . M
B(k)ett, >0,

Les conditions de raccordement de la fonction d’onde (1) au point # = 0 (voir les
relations (2) du probléme 2.10) donnent

1+A=B, ik(B-14+A)=2maB/h*;
(2)

mo ikh?
Ak) = =——— =
(k) ikh? — ma’ (k) ikh? — ma
Les coefficients de réflexion R(FE) = |A]? et de transmission D(E) = |B|? possédent
la propriété R+ D =1, de plus

R(E) = ma?/2ER* — 0, pour F — oo,
D(E) = 2Eh? /ma? — 0, pour £ — 0.

Comme dans les relations (2), k = /2mFE/k?, les fonctions A(FE) et B(FE) sont des
fonctions analytiques de la variable complexe E qui possédent les points singuliers
suivants :

a) les points £ =0 et F = oo sont des points de branchement ;
b) un podle au point Fy est défini par la condition iv/2mEy = ma/h.

Comme les fonctions A(FE) et B(F) possédent des points de branchement, elles cons-
tituent des fonctions multiformes (dans le probléme concerné, a deux feuillets). Pour
la définition univoque des fonctions A(F) et B(F) dans le plan de la variable complexe
E, faisons dans ce plan une coupure suivant le demi-axe réel £ > 0 (fig. 20) et
définissons le feuillet physique par la condition suivant laquelle pour les points du
plan F, adjoints directement au “bord” supérieur de la coupure (les points de type
1 sur la figure), la phase du nombre E est nulle (le feuillet physique est I'un des
feuillets de la surface de Riemann des fonctions multiformes). Ainsi pour des valeurs
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6.11. Chercher les niveaux d’énergie et les fonctions d’onde normées des états sta-
tionnaires d’une particule chargée sans spin se trouvant dans des champs magnétique
et électrique homogénes et de direction perpendiculaire I'un par rapport a ’autre.

6.12. Chercher les niveaux d’énergie et les fonctions d’onde normées des états sta-
tionnaires d’un oscillateur sphérique chargé (particule chargée dans un champ central
U(r) = kr?/2), placé dans un champ magnétique homogeéne.

Dans le cas d’un champ magnétique faible, chercher la susceptibilité magnétique de
Poscillateur dans I’état fondamental.

6.13. Méme question que dans le probléme précédent, mais pour un rotateur chargé
plan (particule chargée effectuant un mouvement dans un plan & une distance donnée
a d’un point), placé dans un champ magnétique homogéne perpendiculaire au plan
de rotation.

6.14". Montrer que le spectre d’énergie du mouvement transversal d’une particule
chargée sans spin et placée dans le champ magnétique d’un solénoide (le solénoide
est de longueur infinie et de section circulaire, de sorte que le champ magnétique est
nul & Pextérieur du solénoide et homogéne et dirigé suivant son axe & l'intérieur) est
continu. Montrer que le champ magnétique ne peut “lier” la particule, c’est-a-dire
qu’il n’existe pas d’états stationnaires dans lesquels la particule se localise dans un
domaine limité de I’espace suivant une direction transversale.

A la limite ot le rayon du solénoide R = oo, un champ magnétique homogéne s’établit
dans tout I’espace au sein duquel le spectre du mouvement transversal de la particule
est discret et il existe des états stationnaires localisés (voir, par exemple, le probléme
6.6). Expliquer comment & partir d’un spectre continu pour R # co, on passe & un
spectre discret pour R = co.

6.15*. Montrer qu’un champ magnétique B(r), non nul dans un domaine limité de
I’espace, ne peut pas “lier” une particule chargée sans spin, c’est-a-dire qu’il n’existe
pas d’états stationnaires de la particule dans lesquels elle se localise dans un domaine
limité de I'espace.

6.16". On sait que, dans les cas uni et bidimensionnel, et pour tout champ attractif,
il existe toujours des états du spectre discret dans lesquels une particule se localise
dans un domaine limité de I’espace. Dans le cas tridimensionnel ces états peuvent ne
pas exister si le puits de potentiel est de profondeur suffisamment faible.

Montrer qu’en présence d’un champ magnétique homogéne, une particule chargée
acquiert toujours, dans un potentiel attractif quelconque U(r) satisfaisant aux con-
ditions U(r) < 0, U(r) = 0 pour r — oo, des états stationnaires dans lesquels elle
se localise dans un domaine limité de I’espace (et non seulement suivant la direction
transversale), ce qui signifie, qu’en présence d’un champ magnétique, tout puits peut
“lier” une particule.
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En posant dans (1) p = @ = const, on obtient ’hamiltonien d’un rotateur plan dans
un champ magnétique (I = pa?) :

h? d? tehB d e?B%1
~57a0z T 7o TR

21 dp 2uc dy  8ule

o=

Il est évident que les fonctions propres de l'opérateur l: = —id/dy sont fonctions
propres de I’hamiltonien ; elles sont donc de la forme

1
V2T
_ K2m?  ehBm n e?B%]
21 2uc 8u2e?

U, = MY m=0,+1,+2,...,

B

(2)

L’expression (2) montre que le champ peut étre omis car c’est une grandeur constante
indépendante de I’état du rotateur. D’aprés (2), le champ magnétique léve la double
dégénérescence des niveaux d’énergie excités du rotateur libre.

L’interprétation de I’expression (2) de E,, est évidente : dans I’état décrit par la fonc-
tion d’onde ¥, le rotateur posséde un moment magnétique M dont la composante

selon z est |62|Z£n ; ainsi I’énergie d’interaction avec le champ magnétique vaut
ehBm
-M-B=- .
2uc

6.14. Vu que les valeurs propres F; de ’hamiltonien du mouvement transversal
de la particule, H; = ﬁ (f)t — %At)z, sont positives (voir 1.23), qu’en dehors du
solénoide, la particule est libre et que pour E; > 0 il n’y pas de solution décroissante
de I’équation de Schrédinger d’une particule libre lorsque p — oo, le solénoide ne peut
“lier” la particule.

On est en mesure de montrer directement, & partir de la forme de I’équation de
Schrédinger, que le spectre de 'opérateur Hy (F; > 0) est continu. Pour cela, utilisons
le choix suivant de potentiel vecteur A = A; = %f(p)no Ar, ol le vecteur ng est
dirigé suivant I’axe du solénoide et ou la fonction f(p) et B = rot A = (0,0, B(p))
sont définis par

By, p< R, B <R
— 9 B — 0, P )
1) { (2)' Bo, p>r PV Lo o5n

L’hamiltonien fft prend la forme

~ 1 R2 o 8 h? o? iehf(p) 0  e2p?f*(p)
t = ﬂ — + .

CpOpdp p? 02 c Oy 4c?

Les fonctions propres de cet opérateur peuvent étre choisies sous la forme

1 .
\IjEtm — elMme (p)

Vero P
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Dans ce cas, 1’équation de Schrodinger prend la forme classique d’une équation de
Schrédinger unidimensionnelle (x(0) = 0) :

2w [R(m? =1/4) _ ehmi(p) | e*p*S*(p)
Q/JX 2up® 2uc 8uc?

]X:EtXa

avec une énergie potentielle effective

g L (m_enf(p)\* R
T o p 2¢ 4p2 [

dont 'allure est donnée sur la fig. 25 (la forme de la courbe dépend des valeurs
des paramétres m, By, etc. ; le dessin correspond au cas m # 0 et & une valeur
suffisamment grande de By, de sorte que BoR? >> fic/lel).

Sur la base de considérations générales (en- Usg A
tre la nature du spectre d’énergie et la forme :
du potentiel), on constate que, pour le poten-
tiel U.gs du probléme et By > 0 quelconque,
il n’y a qu’une solution (et une seulement) de
I’équation de Schrédinger (la seconde diverge
pour p — 0). Cette solution ne décroft évidem-
ment pas lorsque p — oo, de sorte qu’elle décrit

une particule qui n’est pas localisée dans un do-
maine limité de ’espace.

La figure permet également de saisir la dif- 0 P
férence qualitative entre les cas ott R # oo et
R =00. Figure 25

Pour R # o0, il y a des niveaux d’énergie quasi discrets (les niveaux les plus bas sont
marqués sur la figure). Pour R — oo, la largeur de ces niveaux tend vers zéro, et ils
se transforment en niveaux habituels du spectre discret d’une particule chargée dans
un champ magnétique homogéne.

6.15. Lasolution du probléme s’obtient & partir de la solution du probléme précédent.

6.16. Pour résoudre ce probléme, utilisons la méthode variationnelle.

Avec le choix de jauge du potentiel vecteur A = %Bo Ar, ’hamiltonien de la particule
prend la forme (on utilise le systéme de coordonnées cylindriques avec I'axe z est
dirigé le long du champ magnétique)

5o+ U, (1)

N B2 B2 hBl: 2B2,2
H(O) __ 0 p 5, n 22 € e 14
2up Op~ dp ~ 2up

2uc 8uc?
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7.41. Chercher la fonction d’onde de spin et les valeurs moyennes des composantes
du spin d’une particule non chargée de spin s = 1/2 et de moment magnétique u
placée dans un champ magnétique homogéne.

7.42. Généraliser le résultat obtenu dans le probléme précédent au cas d’un champ
magnétique homogéne non stationnaire de direction constante, c’est-a-dire de la forme

B(t) = B(t)no.

7.43. Montrer que pour une particule chargée ayant un spin et un moment magné-
tique de spin non nuls dans un champ magnétique homogéne variable en fonction du
temps B(t) (et un champ électrique arbitraire) il n’y a pas de corrélation entre les
variables de spin et d’espace.

7.44. Une particule de spin s = 1/2 et de moment magnétique p est placée dans un
champ magnétique homogéne B(¢) de la forme

By = Bj coswot, By = B sinwgt, B, = By,

oul By, By, wg sont des constantes.

A t =0, la particule se trouve dans I’état ayant une une projection du spin sur ’axe z
égale & s, = 1/2. Chercher les probabilités d’avoir les différentes valeurs de la projec-
tion du spin sur I’axe z & I'instant ¢. Discuter, en particulier, le cas ot |By/Bo| < 1 ;
noter dans ce cas l'effet de résonance de la probabilité de “renversement” du spin pour
la pulsation wg.

7.45. Pour une particule de spin s = 1/2 et de moment magnétique p placée dans
un champ magnétique homogeéne stationnaire, chercher les opérateurs vecteur du spin
$(t) en représentation d’Heisenberg.

On peut résoudre ce probléme de deux maniéres :

a) en utilisant la transformation unitaire liant les opérateurs des grandeurs physiques
en représentations d’Heisenberg et de Schrodinger ;

b) en résolvant les équations de mouvement pour les opérateurs d’Heisenberg.

Déterminer les valeurs moyennes des composantes du spin en fonction du temps (com-
parer au probléme 7.41).

7.46. Méme question que dans le probléme précédent, mais pour une particule dans
un champ magnétique homogéne non stationnaire dont la direction est constante.

7.47. Résoudre le probléme 7.44 en utilisant le représentation interaction (voir, par
exemple, probléme 7.37). On choisit pour ’hamiltonien non perturbé

Ho = —/,LBlaz.



CHAPITRE 8

CALCUL DES PERTURBATIONS.
PERTURBATIONS SOUDAINES ET ADIABATIQUES

8.1. Les fonctions propres et les valeurs propres de ’hamiltonien non perturbé sont
de la forme (voir 2.1)

2,92 2
w%o):ﬁsinw’ ET(LO):M n=01,...
a

a 2ma? ’

Un calcul simple donne

1 14 (="
Er(Ll) = Vnn — o )
a) V V0{2+7T2(n+1)2} 3

v
b) Er(Ll):Vnn:—O a—2b+ ¢ sin
m(n+1)

a

2r(n 4+ 1)b

p .

La condition de validité du calcul des perturbations V,,,, < |ET(LO) — ET(,S)| donne
2.2

h
Vol < ~=

ma?

(n+1). (1)

La relation (1) montre que quelle que soit I'amplitude des perturbations [Vg|, pour n
suffisamment grand, le calcul des perturbations permet de déterminer le déplacement
des niveaux d’énergie.

(1)

8.2. Dans ’expression de Ef ,

ET(LU = / V(l‘)g sin? Mdr = l/ Vi(x) {1 — cos M} dex,
0 0

a a a a

le second terme sous le signe intégral contenant cos Mna_-l—lﬁ oscille rapidement pour
n > 1, de sorte que, pour n — oo, 'intégrale concernée tend vers 0 :

@ 2 1 @ 2 1
/ V() cos m(n+ )xdx _ a oV 0 m(n+ Dz
0

— — d )
a 2r(n+1) Jy or v =0
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ou P et Pllml sont respectivement les polynémes de Legendre et les fonctions de
Legendre associées.

Quelques premiéres harmoniques sphériques sont :

Yoo = — Yio=12\/— 2] Von = - (1= 29

00 \/Ea 10 =%/ P cos 7, 50 = 1/ 1671-( 3 cos )’

3 .
Vi 41 = Fiy/ — sin e*?,
' 87
1 . 1 '

Yo 1 =24/ —5 cos # sin Gei”’, Yo 49 = —y /_5 sin2 get2iv

7 8w ' 32

FONCTIONS DE BESSEL

La fonction de Bessel est la solution réguliére en z = 0 de I’équation de Bessel
22w 4 2w’ + (22— vH)w = 0.

Elle est donnée par la série

IR NI s
Jole) = ;;J T(k+v+ D0(k+1)

La deuxiéme solution indépendante (singuli¢re en z = 0) de ’équation de Bessel est
donnée par la fonction de Neumann N, (z) définie comme

Ju(z)cosmv — J_p (%) .

sin v

No(2) =
Pour v = n,

Np(z) = lim N, (2).

v—=n

On utilise également les fonctions d’Hankel Hl(,l)(z) et Hl(,z)(z) définies comme

HM(2) = J,(2) £iN, (2).

Pour l'argument z imaginaire, on introduit les fonctions de Bessel modifiées et les
fonctions de MacDonald :

L(z) =i (iz),
K, (2) = gi”"'lHl(,l)(iz).

Pour z — 0, ces fonctions ont le comportement

wo) ~ g (3)

T 2\" 2
Ny(z) = — @) (—) pour v > 0, No(Z)%;hl%,

z

— D /2\" 2
Kn(z)zu<—) pour n=12, ..., Ko(z) = In —
z





