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EXTRAITS



I � Op�rateurs en m�canique quantique ��

��� El�ments de th�orie des repr�sentations�

Transformations unitaires

����� Ecrire les fonctions propres du rayon vecteur �r� et de l�impulsion�p� norm�es
de fa�on ad�quate en repr�sentation r et p�

����� Chercher en repr�sentation p la fonction d�onde de l��tat de la particule �tudi�
dans �����

����� A partir de la fonction d�onde ��x� y� z�� calculer la probabilit� de pr�sence de
la particule telle que z et py v�ri�ent z� � z � z� et p� � py � p��

����� Chercher la forme explicite des op�rateurs r��exion bR et translation bTa en
repr�sentation p�

����� Montrer que lorsque l�on passe de la repr�sentation r � la repr�sentation p� la
parit� de la fonction d�onde par rapport � son argument ne change pas�

����� Un op�rateur lin�aire quelconque est� en g�n�ral� un op�rateur int�gral� Etablir
la relation entre L�x� x�� et L�p� p�� qui sont les noyaux d�un m�me op�rateur bL en
repr�sentation respectivement x et p�

����� Chercher la forme des op�rateurs dr�� et dr�� en repr�sentation p� V�ri�er
l��galit�

dr�� � dr��dr���
���	� Soit deux op�rateurs hermitiens bA et bB� Indiquer la relation liant les fonctions
propres de l�op�rateur bA en repr�sentation B et les fonctions propres de l�op�rateurbB en repr�sentation A� Pour illustrer ce r�sultat� �tudier les op�rateurs bx et bp�
���
� Notons �i � ��i l�ensemble complet des fonctions d�onde suppos�es norm�es�
Exprimer en fonction des �l�ments matriciels

fik �

Z
��
i
bf�kd�

d�un op�rateur arbitraire bf �

a� le r�sultat de l�action de l�op�rateur bf sur la fonction �i �

b� le r�sultat de l�action de l�op�rateur bf sur la fonction d�onde d�un �tat arbitraire
en repr�sentation ��

Comparer les r�sultats obtenus�



�
 Probl�mes de m�canique quantique

����� �r�
�r� � ��r� r��� �p�

�r� � �	����	�� exp�ip� � r����

�r�
�r� � �	����	�� exp��ip � r����� �p�

�p� � ��p� p���

����� ��p� �
p
a���C exp

h
� i�p�p��x�

�
� �p�p���a�

���

i
�

����� La probabilit� cherch�e vaut

w �

Z z�

z�

Z p�

p�

Z �

��
jF �x� py� z�j�dx dpy dz�

o�

F �x� py� z� �
�p
	��

Z
e�

ipyy

� ��x� y� z�dy�

la fonction ��x� y� z� �tant suppos�e norm�e � l�unit��

����� Multiplions les deux membres de la relation bR��x� � ���x� � gauche par
��
p�x� et int�grons� Compte tenu de la relation �p�x� � ��p��x�� on obtient

bR��p� � Z �

��
��
p�x� bR��x�dx �

Z �

��
��
�p��x����x�dx � ���p��

c�est���dire bR��p� � ���p��
Il est facile de trouver la forme de l�op�rateur translation bTa��x� � ��x 
 a� en

repr�sentation p � on le repr�sente sous la forme bTa � exp


a d
dx

�
� exp�iabp��� 	voir

le probl�me ���� b
� Etant donn� qu�en repr�sentation p� bp � p� on a bTa � exp�iap����

����� De la condition ��r� � R���r�� o� R � �� est la parit� d��tat� on obtient

��p� �

Z
��
p
�r���r�dV � R

Z
��
p
�r����r�dV

� R

Z
��
�p��r����r�dV � R���p�� 	�


	dans la transformation 	�
 on a tenu compte de la propri�t� �p�r� � ��p��r���

����� Par d��nition 	voir probl�me ����
� on a �

���x� � bL��x� �

Z
L�x� x����x��dx�� 	�


Substituons dans 	�


��x�� �
�p
	��

Z
��p�� exp

�
ip�x�

�

�
dp��



�� Probl�mes de m�canique quantique

����� D�terminer les coe�cients de transmission et de r��exion des particules pour
un potentiel de la forme U �x� � ���x� ��g� 

�� Etudier les cas limites E � � et
E � �� Discuter les propri�t�s analytiques des amplitudes �assimil�es � des fonctions
de la variable complexe E� de r��exion A�E� et de transmission B�E� des particules�

�

U�x�

x

Figure ��

Montrer que les points E � � et E � � sont des
points de branchement de ces fonctions� En faisant
dans le plan de la variable complexe E une coupure �
partir du point E � � suivant le demi�axe r�el E � �

chercher les singularit�s des fonctions A�E� et B�E�
sur le premier feuillet
 dit physique
 ainsi que sur les
autres feuillets de leur surface de Riemann �le feuillet
physique est �x� par la condition que la partie ima�
ginaire de l��nergie E sur le demi�axe r�el E � � tend
vers z�ro en restant toujours positive�� Montrer que
ces singularit�s correspondent aux p�les et �tablir
le lien entre la position des p�les et les niveaux du
spectre discret�

���	� Chercher le coe�cient de transmission des particules � travers une barri	re
�U� � �� de potentiel rectangulaire ��g� 
��

�

U�

a

U�x�

x

Figure ��

U �x� �

�
�� x � � et x � a�
U�� � � x � a

Discuter les cas particuliers suivants �
a� E �� �de fait E � U�� �
b� barri	re de faible transparence �U��E�ma���� � � �
c� E � � �de fait E � ma�U�

� ��
� et E � U�� �

d� ma�U���� � � et ma�E��� � ��

Pour ce dernier cas
 comparer au r�sultat du probl	me
pr�c�dent�

�

U�x�

xa

Figure ��

���
� M�me question que dans le probl	me
pr�c�dent
 mais pour un puits de potentiel�

����� Chercher les �nergies pour lesquelles
les particules ne se r���chissent pas sur la
barri	re de potentiel de la forme ��g� 
��

U �x� � �
��x� � ��x� a���



��
 Probl�mes de m�canique quantique

Les coe�cients de r�'exion R � jAj� et de transmission D � k�jBj��k �

R�E� �

�p
E �pE � U�p
E �

p
E � U�

��

� D�E� �
�
p
E�E � U��

�
p
E �

p
E � U���

� ���

et on a� comme attendu� la relation R�E� �D�E� � ��

Cas limites �

R�E� � U�
���
E

� � �� pour E ���

D�E� � �
p

�E � U���U� � �� pour E � U��

����� On suppose ici que les particules incidentes viennent de la gauche �x � ��� La
solution de l��quation de Schr�dinger d�crivant la r�'exion de ces particules est de la
forme

	k�x� �

��� eikx � A�k�e�ikx� x � � �k �
p
�mE��� � ���

B�k�eikx� x � ��
���

Les conditions de raccordement de la fonction d�onde ��� au point x � � �voir les
relations ��� du probl�me ���
� donnent

� � A � B� ik�B � � �A� � �m�B��� �

���

A�k� �
m�

ik�� �m�
� B�k� �

ik��

ik�� �m�
�

Les coe�cients de r�'exion R�E� � jAj� et de transmission D�E� � jBj� poss�dent
la propri�t� R�D � �� de plus

R�E� � m����E�� � �� pour E ���
D�E� � �E���m�� � �� pour E � ��

Comme dans les relations ���� k �
p

�mE���� les fonctions A�E� et B�E� sont des
fonctions analytiques de la variable complexe E qui poss�dent les points singuliers
suivants �
a� les points E � � et E �� sont des points de branchement �
b� un p$le au point E� est d��ni par la condition i

p
�mE� � m����

Comme les fonctions A�E� et B�E� poss�dent des points de branchement� elles cons	
tituent des fonctions multiformes �dans le probl�me concern�� 
 deux feuillets�� Pour
la d��nition univoque des fonctions A�E� et B�E� dans le plan de la variable complexe
E� faisons dans ce plan une coupure suivant le demi	axe r�el E � � ��g� �
� et
d��nissons le feuillet physique par la condition suivant laquelle pour les points du
plan E� adjoints directement au !bord" sup�rieur de la coupure �les points de type
� sur la �gure�� la phase du nombre E est nulle �le feuillet physique est l�un des
feuillets de la surface de Riemann des fonctions multiformes�� Ainsi pour des valeurs



VI � Mouvement dans un champ magn�tique 
�

����� Chercher les niveaux d��nergie et les fonctions d�onde norm�es des �tats sta�
tionnaires d�une particule charg�e sans spin se trouvant dans des champs magn�tique
et �lectrique homog�nes et de direction perpendiculaire l�un par rapport � l�autre�

����� Chercher les niveaux d��nergie et les fonctions d�onde norm�es des �tats sta�
tionnaires d�un oscillateur sph�rique charg� �particule charg�e dans un champ central
U �r� � kr���	� plac� dans un champ magn�tique homog�ne�

Dans le cas d�un champ magn�tique faible� chercher la susceptibilit� magn�tique de
l�oscillateur dans l��tat fondamental�

����� M�me question que dans le probl�me pr�c�dent� mais pour un rotateur charg�
plan �particule charg�e e�ectuant un mouvement dans un plan � une distance donn�e
a d�un point	� plac� dans un champ magn�tique homog�ne perpendiculaire au plan
de rotation�

����
�
� Montrer que le spectre d��nergie du mouvement transversal d�une particule

charg�e sans spin et plac�e dans le champ magn�tique d�un sol�no�de �le sol�no�de
est de longueur in�nie et de section circulaire� de sorte que le champ magn�tique est
nul � l�ext�rieur du sol�no�de et homog�ne et dirig� suivant son axe � l�int�rieur	 est
continu� Montrer que le champ magn�tique ne peut �lier� la particule� c�est���dire
qu�il n�existe pas d��tats stationnaires dans lesquels la particule se localise dans un
domaine limit� de l�espace suivant une direction transversale�

A la limite o� le rayon du sol�no�de R ��� un champ magn�tique homog�ne s��tablit
dans tout l�espace au sein duquel le spectre du mouvement transversal de la particule
est discret et il existe des �tats stationnaires localis�s �voir� par exemple� le probl�me

�
	� Expliquer comment � partir d�un spectre continu pour R �� �� on passe � un
spectre discret pour R ���

����
�
� Montrer qu�un champ magn�tique B�r�� non nul dans un domaine limit� de

l�espace� ne peut pas �lier� une particule charg�e sans spin� c�est���dire qu�il n�existe
pas d��tats stationnaires de la particule dans lesquels elle se localise dans un domaine
limit� de l�espace�

����
�
� On sait que� dans les cas uni et bidimensionnel� et pour tout champ attractif�

il existe toujours des �tats du spectre discret dans lesquels une particule se localise
dans un domaine limit� de l�espace� Dans le cas tridimensionnel ces �tats peuvent ne
pas exister si le puits de potentiel est de profondeur su�samment faible�

Montrer qu�en pr�sence d�un champ magn�tique homog�ne� une particule charg�e
acquiert toujours� dans un potentiel attractif quelconque U �r� satisfaisant aux con�
ditions U �r� � 	� U �r� � 	 pour r � �� des �tats stationnaires dans lesquels elle
se localise dans un domaine limit� de l�espace �et non seulement suivant la direction
transversale	� ce qui signi�e� qu�en pr�sence d�un champ magn�tique� tout puits peut
�lier� une particule�



��� Probl�mes de m�canique quantique

En posant dans ��� � � a � const� on obtient l�hamiltonien d�un rotateur plan dans
un champ magn�tique �I � �a�� �

bH � ��
�

	I

d�

d
�
�
ie�B

	�c

d

d

�
e�B�I

���c�
�

Il est �vident que les fonctions propres de l�op�rateur blz � �i�	�
 sont fonctions
propres de l�hamiltonien � elles sont donc de la forme


m �
�p
	


eim�� m � ��
��
	� � � � �

Em �
�
�m�

	I
� e�Bm

	�c
�
e�B�I

���c�
���

L�expression ��� montre que le champ peut 	tre omis car c�est une grandeur constante
ind�pendante de l��tat du rotateur� D�apr
s ���� le champ magn�tique l
ve la double
d�g�n�rescence des niveaux d��nergie excit�s du rotateur libre�

L�interpr�tation de l�expression ��� de Em est �vidente � dans l��tat d�crit par la fonc�
tion d�onde 
m le rotateur poss
de un moment magn�tiqueM dont la composante

selon z est jej�m
��c � ainsi l��nergie d�interaction avec le champ magn�tique vaut

�M �B � �e�Bm
	�c

�

����� Vu que les valeurs propres Et de l�hamiltonien du mouvement transversal

de la particule� bHt � �
��

	bpt � e
cAt


�
� sont positives �voir ������ qu�en dehors du

sol�no!de� la particule est libre et que pour Et � � il n�y pas de solution d�croissante
de l��quation de Schr�dinger d�une particule libre lorsque ���� le sol�no!de ne peut
�lier� la particule�

On est en mesure de montrer directement� � partir de la forme de l��quation de
Schr�dinger� que le spectre de l�op�rateur bHt �Et � �� est continu� Pour cela� utilisons
le choix suivant de potentiel vecteur A � At � �

�f���n� � r� o� le vecteur n� est
dirig� suivant l�axe du sol�no!de et o� la fonction f��� et B � rot A � ��� �� B����
sont d��nis par

f��� �

�
B�� � � R��
R
�

��
B�� � � R�

B��� �

�
B�� � � R�
�� � � R�

L�hamiltonien bHt prend la forme

bHt �
�

	�

�
��

�

�

�

��
�
�

��
� �

�

��
��

�
�
�
ie�f���

c

�

�

�
e���f����

�c�

�
�

Les fonctions propres de cet op�rateur peuvent 	tre choisies sous la forme


Etm �
�p
	


eim�����p
�
�



VI � Mouvement dans un champ magn�tique� Solutions ���

Dans ce cas� l��quation de Schr�dinger prend la forme classique d�une �quation de
Schr�dinger unidimensionnelle ����� � �� �

� �
�

	�
��� �

�
�
��m� � �	��

	���
� e�mf���

	�c
�
e���f����

��c�

�
� � Et��

avec une �nergie potentielle e�ective

Ue� �
�

	�

��
�m

�
� e�f���

	c

��
� �

�

���

�
�

dont l�allure est donn�e sur la �g� �� �la forme de la courbe d�pend des valeurs
des param
tres m� B�� etc� � le dessin correspond au cas m �� � et � une valeur
su�samment grande de B�� de sorte que B�R

� � �c	jej��

�

Ue�

�R

R��

Figure ��

Sur la base de consid�rations g�n�rales �en�
tre la nature du spectre d��nergie et la forme
du potentiel�� on constate que� pour le poten�
tiel Ue� du probl
me et Et � � quelconque�
il n�y a qu�une solution �et une seulement� de
l��quation de Schr�dinger �la seconde diverge
pour �� ��� Cette solution ne d�cro"t �videm�
ment pas lorsque ���� de sorte qu�elle d�crit
une particule qui n�est pas localis�e dans un do�
maine limit� de l�espace�
La �gure permet �galement de saisir la dif�
f�rence qualitative entre les cas o� R �� � et
R ���

Pour R ���� il y a des niveaux d��nergie quasi discrets �les niveaux les plus bas sont
marqu�s sur la �gure�� Pour R��� la largeur de ces niveaux tend vers z�ro� et ils
se transforment en niveaux habituels du spectre discret d�une particule charg�e dans
un champ magn�tique homog
ne�

����� La solution du probl
me s�obtient � partir de la solution du probl
me pr�c�dent�

����� Pour r�soudre ce probl
me� utilisons la m�thode variationnelle�

Avec le choix de jauge du potentiel vecteur A � �
�B��r� l�hamiltonien de la particule

prend la forme �on utilise le syst
me de coordonn�es cylindriques avec l�axe z est
dirig� le long du champ magn�tique�

bH � bH��	
t �

bp�z
	�

� U �r�� ���

o�

bH��	
t � � �

�

	��

�

��
�
�

��
�

�
�

	���
bl�z � e�Bblz

	�c
�
e�B���

��c�
�



VII � Evolution des �tats en fonction du temps ��

����� Chercher la fonction d�onde de spin et les valeurs moyennes des composantes
du spin d�une particule non charg�e de spin s � ��� et de moment magn�tique �
plac�e dans un champ magn�tique homog�ne�

����� G�n�raliser le r�sultat obtenu dans le probl�me pr�c�dent au cas d�un champ
magn�tique homog�ne non stationnaire de direction constante� c�est���dire de la forme
B�t� � B�t�n��

����� Montrer que pour une particule charg�e ayant un spin et un moment magn��
tique de spin non nuls dans un champ magn�tique homog�ne variable en fonction du
temps B�t� 
et un champ �lectrique arbitraire
 il n�y a pas de corr�lation entre les
variables de spin et d�espace�

����� Une particule de spin s � ��� et de moment magn�tique � est plac�e dans un
champ magn�tique homog�ne B�t� de la forme

Bx � B� cos��t� By � B� sin��t� Bz � B��

o� B�� B�� �� sont des constantes�

A t � 
� la particule se trouve dans l��tat ayant une une projection du spin sur l�axe z
�gale � sz � ���� Chercher les probabilit�s d�avoir les di��rentes valeurs de la projec�
tion du spin sur l�axe z � l�instant t� Discuter� en particulier� le cas o� jB��B�j � � �
noter dans ce cas l�e�et de r�sonance de la probabilit� de �renversement� du spin pour
la pulsation ���

����� Pour une particule de spin s � ��� et de moment magn�tique � plac�e dans
un champ magn�tique homog�ne stationnaire� chercher les op�rateurs vecteur du spinbs�t� en repr�sentation d�Heisenberg�

On peut r�soudre ce probl�me de deux mani�res 	
a
 en utilisant la transformation unitaire liant les op�rateurs des grandeurs physiques

en repr�sentations d�Heisenberg et de Schr�dinger �
b
 en r�solvant les �quations de mouvement pour les op�rateurs d�Heisenberg�

D�terminer les valeurs moyennes des composantes du spin en fonction du temps 
com�
parer au probl�me ����
�

����� M�me question que dans le probl�me pr�c�dent� mais pour une particule dans
un champ magn�tique homog�ne non stationnaire dont la direction est constante�

����� R�soudre le probl�me ���� en utilisant le repr�sentation interaction 
voir� par
exemple� probl�me ����
� On choisit pour l�hamiltonien non perturb�

bH� � ��B�b
z�



Chapitre �

Calcul des perturbations�

Perturbations soudaines et adiabatiques

���� Les fonctions propres et les valeurs propres de l�hamiltonien non perturb� sont
de la forme �voir ����

����
n �

r
�

a
sin

��n � ��x

a
� E���

n �
�
����n� ���

�ma�
� n � �� �� � � �

Un calcul simple donne

a� E
���
n � Vnn � V�

�
�

�
�

� � ����n
���n� ���

�
�

b� E
���
n � Vnn �

V�

a

�
a� �b�

a

��n� ��
sin

���n � ��b

a

�
�

La condition de validit� du calcul des perturbations Vnm � jE���
n �E

���
m j donne

jV�j � �
���

ma�
�n� ��� ���

La relation ��� montre que quelle que soit l�amplitude des perturbations jV�j	 pour n
su
samment grand	 le calcul des perturbations permet de d�terminer le d�placement
des niveaux d��nergie�

���� Dans l�expression de E
���
n 	

E���
n �

Z a

�

V �x�
�

a
sin�

��n � ��x

a
dx �

�

a

Z a

�

V �x�

�
�� cos

���n � ��x

a

�
dx�

le second terme sous le signe int�gral contenant cos ���n���x
a oscille rapidement pour

n� �	 de sorte que	 pour n��	 l�int�grale concern�e tend vers � �Z a

�
V �x� cos

���n� ��x

a
dx � � a

���n� ��

Z a

�

�V

�x
sin

���n� ��x

a
dx� ��




�� Probl�mes de m�canique quantique

o� Pl et P
jmj
l sont respectivement les polyn�mes de Legendre et les fonctions de

Legendre associ�es�

Quelques premi
res harmoniques sph�riques sont �

Y�� �
�p

�

� Y�� � i

r
�


�
cos �� Y�� �

r
�

�
�
��� � cos� ���

Y���� � �i
r

�

��
sin �e�i��

Y���� � �
r

��

��
cos � sin �e�i�� Y���� � �

r
��

���
sin� �e��i��

Fonctions de Bessel

La fonction de Bessel est la solution r�guli
re en z � � de l��quation de Bessel

z�w�� � zw� � �z� � 	��w � ��

Elle est donn�e par la s�rie

J��z� �
�X
k��

����k�z����k��
��k � 	 � ����k � ��

�

La deuxi
me solution ind�pendante �singuli
re en z � �� de l��quation de Bessel est
donn�e par la fonction de Neumann N��z� d��nie comme

N��z� �
J��z� cos �	 � J���z�

sin�	
�

Pour 	 � n�

Nn�z� � lim
��n

N��z��

On utilise �galement les fonctions d�Hankel H
���
� �z� et H

���
� �z� d��nies comme

H�����
� �z� � J��z� � iN� �z��

Pour l�argument z imaginaire� on introduit les fonctions de Bessel modi��es et les
fonctions de MacDonald �

I��z� � i��J��iz��

K��z� � �

�
i���H���

� �iz��

Pour z � �� ces fonctions ont le comportement

J��z� � �

��	 � ��

�z
�

��
�

N��z� � ���	�

�

�
�

z

��

pour 	 
 �� N��z� � �

�
ln
�z

�
�

Kn�z� � �n� ��	

�

�
�

z

�n

pour n � �� �� � � � � K��z� � ln
�

�z




