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EXTRAITS



�� Probl�mes de m�canique quantique

�

U�x�

U ��

x

b

En

Figure �

���� L��nergie potentielle d�une particule au voi�
sinage du point x� est de la forme 	� � ��

U �x� � ��jx� x�j
���

Pour quelles valeurs du param�tre � peut�on
utiliser l�approximation quasi�classique au voisi�
nage de ce point  Qu�en est�il pour � � � 

���� Pour une particule se trouvant dans le poten�
tiel central U �r� � ��r�� � � � �� � � �� �tablir
dans quel domaine de l�espace l�approximation
quasi�classique est applicable pour une particule
dans l��tat s d��nergie E � ��

��	� En utilisant l�approximation quasi�classique� chercher les niveaux �lev�s du spec�
tre discret 	c�est���dire les niveaux d��nergie En� �� d�une particule dans un poten�
tiel U �x� de la forme

U �x� �

�
���x�� x � a �a � ���
�� x � a�

Indiquer les conditions de validit� du r�sultat obtenu�

���� Obtenir dans l�approximation quasi�classique les fonctions d�onde et les niveaux
d��nergie des �tats s d�une particule dans le potentiel coulombien U �r� � ���r�
Comparer le r�sultat obtenu � la solution exacte du probl�me�

���
� G�n�raliser le r�sultat du probl�me pr�c�dent pour un potentiel central de la
forme U �r� � ���r� � � � � � ��

����� G�n�raliser le r�sultat du probl�me ��� pour les �tats stationnaires d�une par�
ticule ayant un moment cin�tique non nul dans un potentiel coulombien�

����� En utilisant l�approximation quasi�classique� chercher les valeurs des param�tres
du potentiel

U �x� � �
U�a

�

�x� � a���
�

pour lesquels il y a apparition d�un nouvel �tat li�� Indiquer les conditions de validit�
du r�sultat obtenu�

����� M�me question que dans le probl�me pr�c�dent� mais pour le potentiel

U �x� � �
U�a

�

x� � a�
�



�� Probl�mes de m�canique quantique

si
p
m
 � � l�approximation quasi�classique est valable dans tout l�espace � pourp

m
 � � l�approche quasi�classique n�est� en g	n	ral� pas applicable


��	� Ici� l�approche quasi classique ne peut �tre utilis	e que si
p
m
 � � �comparer

� �
��
 Si cette condition est satisfaite� on peut appliquer l�approximation quasi�
classique pour tout x � a �pour x � a� � � ��� � l�exception d�une bande 	troite au
voisinage du point de rebroussement droit x � b �

p

�jEj
 Les niveaux d�	nergie

peuvent �tre d	termin	s � l�aide de la r�gle de quanti�cation 	tablie dans le probl�me
�
� c�est���dire

�

�

Z b

a

r
�m

h
�jEnj� 


x�

i
dx � ��n� ����� �En � �jEnj � ��� ���

Apr�s le changement de variable z �
p

�� jEnjx��
� l�int	grale de cette expression
se calcule sans peine� et elle prend la former

�m


��

�
�z� � �

�
ln

� � z�
�� z�

�
� ��n � ����� ��

o�

z� �
p
�� a�jEnj�
� ���

On ne peut obtenir� � partir des relations �� et ���� l�expression explicite de jEnj que
pour jEnj � 
�a� et jEnj � 
�a�
 Dans le premier cas �niveaux 	lev	s du spectre�
on obtient apr�s un d	veloppement limit	 �jEnja��
� �� �r

�m


��

�
�� � ln� �

�

�
ln




a�jEnj �O

�
a�jEnj



��
� ��n� �����

d�o�

En � ��


a�
exp

�
� ���p

�m

�n� ����� �

�
� ���

Il s�ensuit de l�expression ��� que la distance entre les niveaux 	lev	s du spectre �dont
le nombre est in�niment grand� diminue de fa�on exponentielle avec n� et la densit	
d�	tats du spectre discret �comparer � �
�� pour jEj � � cro�t comme jEj��

On obtient la forme explicite de la fonction d�onde �n�x� en utilisant les expressions
g	n	rales des fonctions d�onde � droite et � gauche du point de rebroussement droit�
	tablies dans �
� et en proc	dant au changement de variable indiqu	 plus haut pour
le calcul de l�int	grale

R
p�x�dx


���� Cherchons dans l�approximation quasi�classique la forme de la fonction ��r� li	e
� la fonction d�onde �nrlm par la relation � � r�nr��
 Cette fonction satisfait �
l�	quation de Schr�dinger unidimensionnelle avec le potentiel U � �
�r et la condi�
tion limite ���� � �
 Les points de rebroussement sont r � a � � et r � b � 
�jEj




XI � Atomes et mol�cules ��

���� Ph�nom	nes non stationnaires

dans les atomes et les mol�cules

������ L�atome d�hydrog	ne se trouve dans son �tat fondamental� Le noyau de
l�atome est le triton� isotope superlourd de l�hydrog	ne� Par suite de la d�sint�gration
� le tritium se transforme en h�lium �

�H� e � �� � �He�

Chercher la probabilit� pour que l�ion d�h�lium form� du fait de la d�sint�gration soit
dans son �tat fondamental�

En calculant le ph�nom	ne� tenir compte du fait que la variation de la charge du
noyau est l�e�et dominant par rapport aux e�ets de recul du noyau �voir � ce propos
����� et ������ et de l�interaction de l��lectron de d�sint�gration � avec l��lectron
atomique �la vitesse de l��lectron de d�sint�gration � est beaucoup plus grande que
celle de l��lectron de l�atome � v � ��vat��

������ Dans les conditions du probl	me pr�c�dent� chercher les probabilit�s d�exci

tation des di��rents �tats de l�ion d�h�lium �atome hydrog�no�de avec Z � �� avec le
nombre quantique principal n � ��

������ Dans les conditions du probl	me ������ chercher la valeur moyenne de l��nergie
acquise par l��lectron atomique � la suite de la d�sint�gration � du noyau�

������ Le noyau d�un atome� dans l��tat stationnaire ��� subit un choc brusque de
dur�e � et� par cons�quent� acquiert une vitesse v �par exemple� du fait du recul d
� l��mission d�un quantum � par le noyau excit���

En supposant r�alis�es les in�galit�s � � T et � � a�v� o� T et a sont les ordres
de grandeurs des p�riodes �lectroniques et des dimensions de l�enveloppe �lectronique
respectivement� exprimer sous forme g�n�rale la probabilit� de transition de l�atome
dans l��tat �n apr	s cette �secousse��

������ En utilisant le r�sultat obtenu dans le probl	me pr�c�dent� calculer la somme
des probabilit�s totales d�excitation et d�ionisation de l�atome d�hydrog	ne �se trou

vant initialement dans l��tat fondamental� engendr�es par une �secousse� brusque au
cours de laquelle une impulsion P est communiqu�e au noyau �proton�� Indiquer les
conditions de validit� du r�sultat obtenu�

����	� G�n�raliser le r�sultat du probl	me ����� au cas d�une mol�cule diatomique�
c�est
�
dire obtenir l�expression g�n�rale de la probabilit� de transition de la mol�cule
de l��tat stationnaire �� � l��tat �n � la suite d�une � secousse � brusque au cours de
laquelle est communiqu�e une impulsion P � l�un des noyaux de la mol�cule�




�� Probl�mes de m�canique quantique

Les valeurs propres de l�op�rateur bV d��nissent les d�placements �nerg�tiques du
niveau fondamental sous l�in�uence de l�interaction �tudi�e 	

EHFS �
	�e���

mcI

j�����j� �
�

I� pour J � I � ����
��I � ��� pour J � I � ���

�J est le moment total du syst�me �noyau  �lectron!� voir �� du Tome I�� autrement
dit� le niveau initial se d�compose en deux� en accord avec les valeurs possibles de
J � I � ��� du moment total� La valeur de la d�composition hyper�ne est

�EHFS � EHFS�J � I � �����EHFS�J � I � ���� �
	�e�����I � ��


mcI
j�����j�� ���

Pour l�atome d�hydrog�ne on trouve une valeur num�rique de la grandeur ��� 	 ��HFS �
�EHFS���� � �	�� MHz en accord avec la valeur exp�rimentale�

La comparaison de la grandeur ��� avec la s�paration de structure �ne pour n � �
�voir 

�
 du Tome I� donne j�EHFS��EFSj � m�mp � ����� autrement dit� la
d�composition hyper�ne est beaucoup plus petite que celle de la structure �ne�

����� En n�gligeant l�interaction entre les �lectrons V � ��jr� � r�j �on utilise le
syst�me d�unit�s atomiques� la fonction d�onde de l��tat fondamental de l�ion h�lio�

g�no�de est de la forme ����
� � ���r�����r��

Z�

�
e�Z�r��r��� Elle correspond au niveau

d��nergie E���
� � �Z�� La correction du premier ordre � l��nergie du niveau vaut

E
���
� �

Z j����
� j�

jr� � r�jdV�dV� �
Z�

��

Z
e��Z�r��r� �

r��r
�
�dr�dr�d��d��p
r�� � r�� � �r� � r�

�
�

Les int�grales de la formeZ
f�r��g�r��

dr�dr�d��d��r
�
�r

�
�p

r�� � r�� � �r� � r�
���

se calculent sans peine de la fa�on suivante 	 pour un r� �x�� int�grons par rapport aux
variables angulaires r� en choisissant la direction du vecteur r� comme axe polaire �
alors� Z

d��

jr� � r�j �
Z

sin �d�d�p
r�� � r�� � �r�r� cos �

�

�
	��r�� r� � r��
	��r�� r� � r��

et l�expression ��� prend la forme

����
�Z �

�

f�r��r�

Z r�

�

g�r��r
�
�dr�dr� �

Z �

�

g�r��r�

Z r�

�

f�r��r
�
�dr�dr�

�
�

Compte tenu de ce qui a �t� dit� on trouve de fa�on assez simpleZ
e��r���r�

jr� � r�j dV�dV� � ����
�� � ��� � ��

����� ���
� ��



XIII � Th�orie de la diffusion ��

���� Diffusion des particules rapides
�approximation eikonale��
Diffusion des particules dou�es de spin

������ Obtenir l�expression de l�amplitude de di�usion de particules rapides dans
l�approximation eikonale �q� � q � k
�

f�k� 
� � ik

Z
�

�

�
�� exp

�
� im

��k

Z
�

��

U �
p
	� � z��dz

��
J��k	
�	d	

�
ik

��

ZZ �
�� exp

�
� im

��k

Z
�

��

U �
p
	� � z��dz

��
e�iq���d�	

directement 
 partir de son d�veloppement en ondes partielles�

Indiquer les conditions de validit� du r�sultat obtenu�

������ Montrer que� dans l�approximation eikonale� l�amplitude de di�usion v�ri�e
le th�or�me optique �comparer avec ���� et �������

����	� Montrer que la section e�cace de di�usion totale de particules rapides kR� �
�R �tant le rayon de potentiel� dans le potentiel U �r� peut tre calcul�e 
 l�aide de la
formule

��E� � ��

Z
�

�

�
�� cos

�
m

��k

Z
�

��

U �
p
	� � z��dz

��
	d	

quelque soit la relation entre l��nergie des particules et l��nergie potentielle� ce qui
signi�e que pour que cette formule soit applicable� il n�est pas n�cessaire que les
conditions de validit� de l�approximation eikonale soient remplies�

Appliquer le r�sultat obtenu au calcul de la section e�cace de di�usion de la barri�re
de potentiel � U � � pour r � R et U � U� pour r � R�

����
� Chercher la section e�cace de di�usion totale dans le potentiel U �r� � ��r�

�� � �� pour des particules d��nergie satisfaisant 
 la conditionr
mE

��

r
m�

��
� ��

������ Exprimer� dans l�approximation eikonale� l�amplitude de di�usion sur deux
centres de forces situ�s 
 une distance a l�un de l�autre� c�est�
�dire dans le potentiel
U �r� � U��r� � U��jr� aj�� en fonction de l�amplitude de di�usion f� sur un centre
U��r��

������ L�op�rateur d�crivant l�interaction d�une particule de spin s � ��� avec une
particule sans spin est de la forme


U � U��r� � U��r�
� �
l�



XIII � Th�orie de la diffusion� Solutions �!�

entre les sections e�caces de di	usion sur un potentiel sph�rique en � et sur une
sph�re dure au voisinage du niveau s quasi discret est �gale � ��g� ���

�� � �R� ��
n

n�����E �En��	� � ��
n���

� ��

�

��

�n

EEn��

Figure ��

������ Avec kR � 
� U� � E� � � 
 �U� et R �tant la grandeur caract�ristique et
le rayon du potentiel� dans l�expression

f�k� �	 �



�ik

�X
l
�

��l � 
	�e�i�l�k� � 
	Pl�cos �	� ���

on peut utiliser l�expression quasi classique des d�phasages ���

�l�k	 � � m

�k��

Z �

��
U

�r
z� �

�l � 
��	�

k�

	
dz ���

et la relation

Pl�cos �	 � J���l � 
��	�	� l � 
�

De plus� on peut remplacer la somme sur l par une int�grale� car la somme contient
un tr�s grand nombre de termes avec l � kR qui varient peu dans le changement de
l d�une unit�� En e	et�

J���l � 
��	�	 � J��l�	�

��l � �l�� � �l � �

�l
�l � m

k��
U�

l

Rk�
� mU�

k���
� c�est���dire que j��lj � 
�

Compte tenu de ce qui a �t� dit plus haut� avec le changement de variable 
 � M�p �
��l�
��	��k � �l�
��	�k� on obtient � partir de l�expression ��� une repr�sentation
de l�amplitude de di	usion plus commode pour certaines applications 


f�k� �	 � ik

Z �

�



� exp

�
� im

k��

Z �

��
U �
p
z� � 
�	dz

��
J��k
�	
d
� ���



Chapitre ��

Equations d�onde relativistes

���� Equation de Klein�Gordon

����� Montrer que si �����r� t� est un paquet d�ondes compos� de solutions parti�
culi�res de l��quation de Klein�Gordon correspondant � l��nergie �ou � la pulsation�
de signe d�termin� �soit � � mc�� soit � � �mc�� � alors� ind�pendamment de la
forme concr�te de cette superposition� la valeur de la grandeur

Q��� �

Z
�����r� t�dV �

i�

�mc�

Z �
����� ��

���

�t
� ������

�t
����

�
dV

a un signe d�termin� et est constante au cours du temps	

����� Montrer que l��quation de Klein�Gordon d�une particule libre est invariante par
rapport � la transformation antilin�aire suivante

�� �c�r� t� � bC��r� t� � ���r� t��

La transformation bC est la conjugaison de charge	 Elle permet de passer � des
solutions �����r� t� de l��quation ne pr�sentant pas de sens physique direct ������r� t�
�tant une superposition de solutions particuli�res correspondant formellement aux

�nergies n�gatives� aux fonctions �
���
c � bC���� qui correspondent aux �nergies posi�

tives et qui s�interpr�tent comme des fonctions d�onde de l�antiparticule	

Montrer que si la fonction � est une fonction propre d�un quelconque des op�rateursb� � i� �
�t
� bp� blz � bl�� la fonction conjugu�e de charge �c l�est �galement	 Comment sont

li�es les valeurs propres des op�rateurs associ�s � de telles fonctions 


�����

a� Quelle forme prend l��quation de Klein�Gordon pour une particule charg�e de spin
nul dans un champ �lectromagn�tique ext�rieur avec la transformation suivante

�� �c�r� t� � bC��r� t� � ���r� t� �



Chapitre ��

Equations d�onde relativistes

����� La solution g�n�rale de l��quation de Klein�Gordon peut �tre repr�sent�e sous
la forme d�une superposition�

��r� t� � �����r� t� � �����r� t�� ���� �

Z
a����k��

���
k �r� t� d�k� ���

de solutions particuli�res de cette �quation formant un syst�me complet� �

�
���
k � e�i�k�r���k�t�� ��k� �

p
k�c� �m�c���� � �� �	�

La fonction �
���
k d�crit la particule avec l�impulsion p � �k et l��nergie � � �� �

mc�
 La fonction �
���
k correspond formellement � l��nergie �� � ��� � �mc� et �

l�impulsion��k
 Cette derni�re solution� apr�s avoir eectu� l�op�ration de conjugai�
son de charge� constitue la fonction d�onde de l�antiparticule d��nergie � � �� � mc�

et d�impulsion �k �voir ��
	�


En nous limitant dans l�expression ��� aux superpositions ����� ���� ne contenant

que les fonctions �
���
k ou bien �

���
k �soulignons encore une fois que seules ces solu�

tions de l��quation de Klein�Gordon d�crivent les �tats physiquement r�alisables d�une
particule libre sans spin ��� portons ces fonctions ���� dans l�expression de Q donn�e
dans l��nonc�
 Une int�gration �l�mentaire donne

Q��� � � ������

mc�

Z
��k�ja����k�j� d�k� ���

o� on a utilis� la relationZ
e�i�k�k

���r d�r � �������k � k���

� Il faut souligner que la solution g�n�rale ��� de l��quation de Klein�Gordon a un sens formel� vu
qu�elle ne d�crit aucun �tat � une particule� Les �tats � une particule ne sont d�crits que par les
fonctions �����r� t� et �����r� t� s�par�ment �voir �	�
��

� Faire attention � la notation utilis�e pour la fonction d�onde ����
k

�



Chapitre ��

Lois de conservation

���� Cin�matique des d�sint�grations

et des collisions

����� Une particule au repos A se d�sint�gre en trois particules a � A� �a� Soit Q�

l��nergie de d�sint�gration��

Quelles sont les �nergies cin�tiques minimale et maximale des particules produites
lors de cette d�sint�gration �

����� Une particule au repos A se d�sint�gre en trois particules a � A� �a� L��nergie
de d�sint�gration vaut Q�� Comme

P
n

�n � Q� o� �n est l��nergie cin�tique de la n�me

particule� on peut faire correspondre � la d�sint�gration un point situ� � l�int�rieur
d�un triangle �quilat�ral de hauteur h � Q� tel que les distances entre ce point et
les c	t�s du triangle �quilat�ral soient �gales aux �nergies cin�tiques des particules�
Toutefois� en vertu de la loi de conservation de l�impulsion dans la d�sint�gration� on
ne peut � tout point de l�int�rieur du triangle faire correspondre une d�sint�gration
de la particule A permise par la cin�matique�

Montrer que les points du triangle auxquels on peut faire correspondre une d�sint�

gration A� �a sont � l�int�rieur du cercle inscrit dans le triangle�

����� Soient pa� Ea et pb� Eb les impulsions et les �nergies cin�tiques des particules
a et b dans un syst�me de coordonn�es donn��

Montrer que la combinaison suivante de ces grandeurs �

s � ��pa � pb�
� � ��ma �mb��Ea � Eb��

a la m�me valeur dans tous les r�f�rentiels d�inertie� c�est
�
dire que cette grandeur
est invariante par rapport aux transformations galil�ennes�

� On appelle �nergie de d�sint�gration la di��rence entre l��nergie de la particule avant d�sint�gra�
tion et l��nergie des particules produites apr�s la d�sint�gration�



	�� Probl�mes de m�canique quantique

de sorte que ��� et ��� d�nissent les valeurs possibles pour les �nergies des particules
produites lors de la d�sint�gration �et donc de l�ensemble des points 
 l�int�rieur du
triangle auxquels on peut faire correspondre une d�sint�gration��

Introduisons le syst�me de coordonn�es repr�sent� sur la g� �� �le point O est au
centre du triangle�� Soit le point C �de coordonn�es x� y� le point correspondant 

une d�sint�gration autoris�e par la cin�matique�
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Figure ��

On obtient alors
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�
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La valeur de �� est �vidente et de fa�on analogue�
en introduisant le syst�me de coordonn�es x�� y�

�voir gure�� on trouve �� �
h

�
� y� et� en util�

isant les formules de transformation des coordon�
n�es par une rotation �dans ce cas� une rotation
d�angle ������ on trouve la valeur de �� donn�e
dans �	��

A partir de ��� on obtient p��� p��� �p�p� � p�� � p��� p����p�p� qui compte tenu de
���� s��crit ��p���� � ��� � Q� � �

p
����� d�o�

���� �Q��
� � ������ ���

En substituant dans ��� les valeurs des �nergie obtenues dans �	�� on obtient x��y� �
h��	 � Q�

��	� qui est l��quation du cercle inscrit dans le triangle �son rayon vaut
h�� � Q�����

����� Soient pa � mava� Ea � mav
�
a
�� et pb� Eb les impulsions et les �nergies des

particules a et b dans un syst�me de r�f�rence K�

Dans le syst�me K�� se d�pla�ant 
 la vitesse V par rapport au syst�me K� on a

p�
a
� ma�va �V�� p�

b
� mb�vb �V��

E�
a
� ma

� �va �V��� E�

b
�

mb

�
�vb �V���

Un simple calcul montre que

s� � �p�
a
� p�

b
�� � ��ma �mb��E

�
a
�E�

b
� � s�

c�est�
�dire que s est� en fait� une grandeur invariante par rapport aux transformations
galil�ennes�

Dans le syst�me o� la particule A est au repos� on a pa � pb � �� de sorte que
s � ��ma �mb��Ea�� � Eb��� � �MQ��




