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14 1 — ANALYSE VECTORIELLE

Le théoréme de STOKES s’énonce ainsi :

La circulation du champ vectoriel /_1'(1\/[) le long du contour fermé I limitant la surface
> est égale au flux de son rotationnel a travers cette surface, soit :

/E-%://ﬁ-r?%lda. (1.40)
N )

T Y Figure 1.7 — Surface ¥ s’appuyant sur
un contour I'.

Démonstration : Considérons le cas particulier d’un rectangle élémentaire PQRS
dont les cotés dx, dy sont paralléles aux axes Ox et Oy et centré en un point M(z, y, 2).
Les coordonnées des sommets du rectangle sont

Pz +dz/2,y+dy/2,z), Qz—dx/2,y+dy/2,z),
R(x —dx/2,y —dy/2,2z), S(z+dz/2,y—dy/2,z).

Nous choisissons un sens positif de circulation de maniére & ce que la normale au
rectangle soit dirigée vers Oz (figure 1.8). Calculons la circulation du champ vectoriel
A(M) sur ce rectangle en décomposant selon les quatre cotés PQ, QR, RS, SP.

—

n

M(z,y, 2)

Figure 1.8 — Circulation d’'un champ vectoriel sur un rectangle élémentaire.
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RIS

C

Figure 2.4 — Famille de cercles solutions de (2.38)
et les deux solutions singuliéres y = +R.

2.12. GENERALITES SUR LES EQUATIONS
D’ORDRE SUPERIEUR A 1

Comme nous 'avons vu, une équation différentielle d’ordre n s’écrit

F(fﬂ, Y, y/y/la s ay(n)) =0.
Nous nous limiterons au cas ot Pon peut résoudre cette équation par rapport a y(™
soit, :

y™ = f(z,y,yy", ...y (2.39)

On démontre le théoréme d’existence suivant par extension du § 2.2.

Si dans (2.39) la fonction f et ses dérivées partielles par rapport ay, ', ..., y™=b
sont continues dans un certain domaine contenant les valeurs xo, Yo, Y4, - - - y(()"_l),

il existe une solution unique y = p(z) de I’équation vérifiant les conditions initiales
- -1
Y = Yo, y/:y(l)7 s y(n b :y(()n ) pour r = xy.

Ce résultat a déja été établi pour le cas particulier d’une équation du 2° ordre au § 2.2.
La solution générale de (2.39) est une fonction y = ¢(x, Cy,Cs, ..., C)) dépendant de
n constantes arbitraires. Les conditions initiales étant fixées, il existe un jeu unique
des constantes Cy, Cs, ... , (), satisfaisant a ces conditions. On obtient alors une
solution particuliére de (2.39).

2.13. LES EQUATIONS DE LA FORME y(™ = f(x)

L’équation la plus simple d’ordre n s’écrit :
Y™ = f(2). (2.40)

Pour trouver sa solution générale, il suffit d’intégrer n fois. On a donc :

y(n—l) :/f(q;) d;}j—|—C'l7
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Si X = Cte, en éliminant Y, on obtient
dans le plan 2Oy :

22 y2

+
d?cosh®? X d2sinh? X

=1,

qui définit un réseau d’ellipses homo-
focales et de foyers F' et F’ distants de
2d. SiY = Cte, on a en éliminant X,

x2 y2

d2cos2Y  d2sin?Y B

1

9

qui définit un réseau d’hyperboles
orthogonal au réseau d’ellipses précé-
dent et avec les mémes foyers (fi-
gure 3.30).

Figure 3.30 — Réseau orthogonal d’ellipses et
d’hyperboles construit a partir de z = d cosh Z.

3.13.3. APPLICATIONS PHYSIQUES

Rappelons d’abord que dans (3.39), X et Y sont des fonctions harmoniques obéissant
a léquation de LAPLACE (3.4).

Etant donnée une courbe y = () du plan des z, le probléme consistant a trouver une
relation Z = f(z) qui transforme la courbe en une paralléle & 'un des axes OX ou OY,
afin d’obtenir un réseau de courbes orthogonales, n’est pas soluble en général. Aussi,
se contente-t-on, & partir d'une transformation conforme donnée a priori, de trouver
des réseaux orthogonaux de fonctions harmoniques & deux dimensions qui permettent
de résoudre des cas particuliers de problémes de champ de vecteurs dérivant d’un
potentiel scalaire lorsque la direction du champ reste constamment paralléle & un
plan. On sait, en effet, que dans ce cas, les lignes de force du champ sont orthogonales
aux lignes équipotentielles.

Parmi les exemples physiques de couples orthogonaux de lignes de champ et de lignes
équipotentielles, citons les lignes de champ électrostatique et les lignes de potentiel
électrostatique constant pour une distribution de charges, les lignes de courant et les
lignes équipotentielles d’'un conducteur parcouru par un courant électrique, les lignes
de flux de chaleur et les lignes d’isothermes d’un corps chauffé, les lignes de courant
et celles d’égal potentiel de vitesse d'un fluide parfait, etc ...

Dans le cas de 1’électrostatique, si I'on se donne une transformation conforme quel-
conque Z = f(z) et si X(z,y) est la fonction potentiel, les courbes X (x,y) = Cte
sont les lignes équipotentielles et les courbes Y (x,y) = Cte sont les lignes de champ
électrique avec E(m,y) = —gr?ﬁ X (x,y). Dans l'exemple du § 3.13.2, si les ellipses
sont des lignes équipotentielles correspondant & des sections droites de cylindres el-
liptiques electrisés formant des surfaces équipotentielles, les hyperboles représentent
des lignes de force du champ électrique.
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avec une erreur relative inférieure & 1073, Pour x grand, on déduit de (4.27) que :
d Inz! =1 (4.28)
—Inz! ZlInz. .
dx

Certes d’un point de vue mathématique, il est trés dangereux de calculer cette dérivée

a partir d’une forme approchée qui n’est que le début d’une série asymptotique, mais
il se trouve que le résultat (4.28) est correct.

4.6. LA FONCTION D’ERREUR

Il s’agit d’une fonction trés importante pour la théorie des probabilités et, d’une
maniére générale, pour I'analyse des données dans les sciences expérimentales.

4.6.1. DEFINITION ET PROPRIETES ELEMENTAIRES

La fonction erf (z) d’'une variable réelle x est l'intégrale de 0 & = de la fonction

(2/y/m)e ", soit :

erf () = —= / =’ g (4.29)

C’est une fonction impaire, erf (—z) = —erf (), et développable en série entiére :

[es)
O
2k-+1

‘ot : f (x 7. 4.
d’ou er \/_Z O (4.30)

Siz — 0, erf (z) =2 2z/y/7. D’autre part d’aprés (4.13), on a erf (c0) = 1. On
représente dans la figure 4.2 la fonction y = erf (z) pour x > 0.

)
1

08 |- 2z /\/T y = erf f(z)

0,6 -
0,4 -

0,2 -

! ! Figure 4.2 — La fonction d’erreur

0 1 2 Ty =-erf (z) et sa tangente a lorigine.
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5.7. LA FONCTION DE DIRAC ET SON IMAGE

La fonction de DIRAC ou fonction delta joue un role pratique trés important comme
nous le verrons dans toute la suite de cet ouvrage. Pour l'introduire simplement,
considérons la fonction f(z) définie par :

[ 1/a pour0<z<a
f(x){o pour T > a.

Cette fonction n’est autre que fa(z)/a étudiée au § 5.6. On a, pour z1 < 0 < a < w2,
[72 f(a) de=1et:

T.L.f(z) = F(p) = %. (5.36)

La fonction de Dirac §(x) peut étre considérée comme la limite quand a — 0 de la
fonction f(x), c’est-a-dire la limite d’un rectangle de surface constante égale a 1'unité
et de largeur a, donc de hauteur 1/a lorsque a — 0 (figure 5.6). Ainsi, on a :

5(z) = { 0 siz#0 (5.37)

oo six=0
avec :

2

/5($) dr = -705(1) dr = /65(3&) dr =1, (5.37")

T1 — 00 —€

ol € est un nombre > 0 aussi petit que I'on veut. L’image de la fonction §(z) s’obtient
en prenant la limite pour a — 0 de F(p) donnée par (5.36). Donc :

TL.6(x) = 1. (5.38)

1/a

S Figure 5.6 — La fonction §(z) comme limite
0 a T —€0¢ <

d’un rectangle de surface unité.

Pour une fonction f(z) continue en 2 =0 on a :

/ f(2)6(z) da = / f(@)6(x) da = / f(@)6(x) dz = £(0) (5.39)



6.2 — EXEMPLES DE DEVELOPPEMENT EN SERIE DE FOURIER 143
d’ou :

/ f(z)sinnz de = 7by,. (6.6)

En résumé, d’aprés (6.4), (6.5) et (6.6), pour n entier > 0, on a :

17 1]
Gy = — / f(z) cosnx dx ; b, = — / f(z)sinnz dr . (6.7)
T T

Notons que si la fonction f(z) est paire, f(—z) = f(z), les coefficients b,, sont nuls;
au contraire, si la fonction f(x) est impaire, f(—x) = —f(z), ce sont les coefficients
an, qui s’annulent.

Remarque. Si la fonction f(x) est périodique, avec une période 2, le développement
en série de FOURIER (6.2) est valable pour toutes les valeurs de z de —o0 & 400 et
il représente la fonction en tout point. Si f(z) n’est pas une fonction périodique, le
développement (6.2) est encore valable, mais il ne représente la fonction que pour
—nm<x<T.

6.2. EXEMPLES DE DEVELOPPEMENT
EN SERIE DE FOURIER

1. Considérons la fonction périodique, de période 2w, f(x) définie par f(z) = =z,
—m < x < 7 (figure 6.1). Il s’agit d’une fonction impaire; les coefficients a,, sont
nuls et, d’aprés (6.7) :

s

1
b, = — /xsinnx dx,
T

NN
A A

Figure 6.1 — Fonction périodique f(z) =z (-7 <z <m).

17 2 2
+— [ cosnx de = —=cosnt = (—1)" 1=,
nm n n

—T

—T
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7.4. L’EQUATION DE DIFFUSION

Considérons un milieu diffusif, c¢’est-a-dire un milieu dans lequel des particules d’un
fluide en mouvement subissent des collisions. Il peut s’agir des molécules d’un gaz
ou d’un liquide, des électrons dans un métal, etc. Désignons par n(Z,t) le nombre
de particules par unité de volume en un point Z au temps t et par J (Z,t) la den-
sité de courant du fluide, c’est-a-dire le nombre de particules traversant une surface
unité normale & la vitesse d’écoulement du fluide en ce point, par unité de temps. Le

phénomeéne de diffusion est décrit par la loi de FICK :
J = —D grad n, (7.32)

qui exprime que les particules ont tendance a aller des zones a forte concentration
vers celles a faible concentration. D est le coefficient de diffusion. A une dimension,

on aurait plus simplement J, = —D9n/0z. Par ailleurs, I’équation de conservation
du fluide s’écrit d’aprés 'équation (1.15) :
- On

divJ+ — =0. 7.33

wJ+ It ( )

En combinant (7.32) et (7.33) on obtient I’équation fondamentale de la diffusion :
on Pn  Pn  Pn

—=D/M\n=D|—+——+— . 7.34

ot " (aﬂ Tt 5z2> (7:34)

La conduction de la chaleur dans un matériau s’effectue trés souvent grace a un
mécanisme de diffusion. Dans un milieu ou il existe un gradient de température,
— . - . .

grad T, la densité de flux de chaleur j est donnée, par analogie avec la loi de FICK
(7.32), par la loi de FOURIER :

j=—krgrad T, (7.35)

ol k est le coefficient de conductibilité thermique. En ’absence de source de chaleur
interne, si I'on effectue un bilan thermique dans un volume unité, on obtient une
équation de conservation de la chaleur analogue a (7.33) qui s’écrit :

.2 (9,0
div j + 5 = 0, (7.36)

ol p(Z,t) est la densité d’énergie. Par ailleurs :

dp  OpdT aT
—=——=0,—— 7.37
ot OT ot vot’ (7.37)
ou C, est la chaleur spécifique du milieu & volume constant et par unité de volume. En
combinant (7.35), (7.36) et (7.37), on obtient I’équation de diffusion de la chaleur :
oT

o = kAT .
Cogy =5 (7.38)

qui a la méme forme que (7.34) en prenant D = k/C,. Notons qu’en présence de
sources de chaleur internes créant une chaleur ¢ uniforme par unité de volume, on a :
oT

CUE

= kAT +q. (7.39)



CHAPITRE 8

ALGEBRE LINEAIRE, CALCUL MATRICIEL

Dans ce chapitre, aprés un bref rappel sur les propriétés des opérateurs et plus par-
ticuliérement des opérateurs linéaires, nous introduisons les matrices qui sont d’un
usage courant dans de nombreux domaines des mathématiques et de la physique.
Elles interviennent par exemple dans la résolution des systémes d’équations linéaires,
dans les opérations de changement de repére en géométrie, dans I’étude mécanique des
vibrations des molécules au voisinage de leur position d’équilibre, dans les propriétés
des réseaux électriques. Il faut aussi souligner qu’elles sont & la base du formalisme
de la mécanique quantique. Nous commencons par donner les définitions et les pro-
priétés élémentaires des matrices, puis nous montrons leur réle dans la représentation
des opérateurs linéaires dans les espaces vectoriels réels et complexes. Nous donnons
ensuite quelques exemples d’applications avant de terminer par le formalisme général
de Dirac.

De nombreuses propriétés des matrices mettent en jeu les déterminants dont les prin-
cipales propriétés sont rappelées dans 'annexe II1.

8.1. LES OPERATEURS

D’une maniére générale, un opérateur F' fait correspondre a certains objets mathé-
matiques X d’autres objets F/(X). Ces objets peuvent étre des nombres réels ou com-
plexes, des points, des vecteurs, des fonctions. Un opérateur peut étre une fonction,
une dérivée, une intégrale, une translation, une rotation, une symétrie par rapport a
un plan, une inversion, une permutation, etc. Nous étudierons dans ce chapitre et le
chapitre suivant les opérateurs linéaires particuliers que sont les matrices et les ten-
seurs. Nous avons déja défini au chapitre 1 les opérateurs différentiels. Nous donnons
ci-dessous quelques définitions et propriétés des opérateurs.



240 8 — ALGEBRE LINEAIRE, CALCUL MATRICIEL

o O ptpzgsy i E 77777777777777 21:3 2p °

-E ap | a | as | ag a; |1 ayp1| gy *g

€3 -~ -~ | em e e e -~ 0 n
bo | b1 | ba| b3 bi |bis1 bap1

Figure 8.9 — Systéme de lames & faces paralléles.

1. Exprimer a;41 et b;11 en fonction de a; et b;. Soit A la matrice correspondante ;
donner ses éléments en fonction de R.

2. Donner ’équation caractéristique de la matrice A et en déduire une relation algé-
brique simple & laquelle obéit A.

3.Poser A = FE + B ou E est la matrice unité et montrer que A" = FE + nB,
(n entier > 0).

4. Calculer A?? et en déduire les rapports as,/ag et bg/ag que 'on exprimera en
fonction du paramétre t = 2pR/ (1 — R).

Exercice 8.17. Soit
cosx —sinz
A=, .
sinx  cosw
1. Donner les valeurs propres et les vecteurs propres normés de la matrice A.

2. Calculer AP ou p est un paramétre réel.

Exercice 8.18. Soit

calculer la racine réelle de A'/3.

Exercice 8.19. On cherche les modes normaux des vibrations longitudinales d’une
molécule triatomique linéaire et symétrique ABA. Les masses des atomes A et B sont
m et M, respectivement, et la distance d’équilibre entre A et B est [. Les coordonnées
des trois atomes a 1'équilibre sont 2§ = —1, 2§ = 0, 2 = [ (figure 8.10).

Figure 8.10 — Molécule linéaire triatomique symétrique.

On désigne par u; = x; — 2 (i = 1,2,3) les petits déplacements des atomes selon
I’axe x. On suppose que ’énergie potentielle de vibration est donnée par

V= %k [(ul — uz)2 + (us — u2)2] .
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Si z; sont les composantes d’un vecteur ¥ de
¢ FE3, le critére de tensorialité permet d’écrire
que

Z xz]—A

ou A est une constante. Il s’agit de I’équation

s d’une quadrique. On peut toujours choisir la

T2 norme de ¥ de maniére a ce que A =1 .
Dans le systéme d’axes principaux ’équation
de la quadrique devient :

z E Tiiaf =1,

Figure 9.1 — Ellipsoide associé a un  Si les éléments diagonaux T ﬁ sont positifs,

tenseur symétrique : a = 1//177; la quadrique est un ellipsoide, ce qui per-
b=1//Ts5; c=1/\/T55. met de représenter géométriquement le ten-

seur (figure 9.1).

9.3.5. EXEMPLES DE TENSEURS SYMETRIQUES

On rencontre de nombreux tenseurs de rang 2 symétriques en physique et en méca-
nique. Citons :

— Le tenseur de susceptibilité électrique o;;, dans un milieu diélectrique aniso-
trope, reliant la composante P; de la polarisation électrique (moment dipolaire élec-
trique par unité de volume) a la composante E; du champ électrique appliqué :

P, = ¢ Z ai; Ej (g0 est la permittivité du vide).

— Le tenseur de susceptibilité magnétique y;;, dans un milieu paramagnétique
anisotrope, reliant la composante M, de 'aimantation (moment magnétique par
unité de volume) & la composante B; du champ magnétique appliqué :

o M; = Z Xij Bj (1o est la perméabilité du vide).

— Le tenseur d’inertie (voir exercice 9.2).

— Le tenseur de déformation. Soumis a des forces, les corps solides changent de
forme et de volume. Pour décrire mathématiquement la déformation d’un corps,
on choisit un systéme de coordonnées et on repére chaque point M par son rayon
vecteur Z (de composantes 1 = x, x5 = y, x3 = 2). Lorsque le corps se déforme, tous
ses points se déplacent et le point M se retrouve en ' avec des composantes z, ;
son déplacement au cours de la déformation est alors représenté par le vecteur
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10.7.4. APPLICATION A LA RESOLUTION DE L’EQUATION
DE SCHRODINGER D’UN OSCILLATEUR HARMONIQUE

L’équation de SCHRODINGER d’une particule de masse m soumise & une énergie po-
tentielle V(z) = C2?/2 (ce qui correspond en mécanique classique & un oscillateur
harmonique de fréquence propre w = /C/m) s’écrit :

2V 2m 1

— + ——(E - =C2>)V =0, 10.70
ot la fonction d’onde W(x) est la fonction inconnue qui doit s’annuler lorsque © — 400,
FE représente ’énergie de la particule et apparait ici comme un paramétre, h est la
constante de PLANCK h/2rw. Effectuons le changement de variable x = a@Q ou a est
une constante. L’équation (10.70) devient :

?v(Q)  2m
dQ? h2

et s’identifie & (10.69) a condition de choisir

(Ba? — %ca‘*csz@) ~0

—le coefficient de Q2 égal a 1, soit mCa*/h% = 1, ou encore

2= i, (10.71)

vmC — mw

— et le paramétre E de sorte que 2mEa?/h? = 2n + 1, soit

hZ

E, W(” +1/2),

ou, finalement,

E, = (n+1/2)hw. (10.72)

L’équation (10.72) nous donne les niveaux d’énergie du sytéme et les fonctions d’onde
associées U, (Q) sont les solutions u,(Q). En définitive la solution ¥, () associée a
une valeur E,, = (n+ 1/2)hw de E s’écrit sous la forme :

U, (z) = Cte un(Q) = Ane™ @ /N, (2/a), (10.73)

ot a est donné par (10.71) et A,, est une constante que ’on choisit habituellement de
sorte que la fonction W, (x) soit normée, c’est-a-dire telle que fj;o[\lln(x)]zdm =1.
La fonction Wq(x) associée au niveau fondamental Fy = hw/2, s’écrit par exemple :

Uo(z) = (ay/m) " H/2e@*/(20%)

On peut se demander si le processus d’identification utilisé conduit a toutes les solu-
tions de (10.70). On peut montrer qu’il en est bien ainsi car les solutions obtenues
U, (z) sont alternativement paires (n pair) et impaires (n impair) avec un nombre de
zéros égal a n conformément 4 la théorie générale des puits de potentiels symétriques !.

1. Voir par exemple : Y. AvanT et E. BELORIZKY, Cours de mécanique quantique (Dunod, Paris,
3¢ édition, 2000), pp. 75-76.
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Figure 11.7 — Allure des fonctions J, ().
11.10. APPLICATIONS DES FONCTIONS DE BESSEL
11.10.1. RESOLUTION DE L’EQUATION AW + k?¥ = 0
DANS LE PLAN
Cherchons une solution ¥(z,y) de I’équation
AT + k2T =0 (11.67)

qui soit uniforme, continue et indéfiniment dérivable par rapport a x et y a l'intérieur
d’une couronne de rayons a et b (a < b). Dans (11.67) k est une constante réelle.

Si I'on choisit les coordonnées polaires r, ¢ de tout point du plan comme variables,
la solution W(r, ) est une fonction périodique de ¢, de période 27 lorsque r est fixe,
qui est développable en série de FOURIER :

+oo

U(r,p) = Y cnlr)e™. (11.68)

n=—oo
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12.4. ETUDE DES SYSTEMES A REPONSE LINEAIRE

12.4.1. DEFINITION

On rencontre en physique un grand nombre de systémes qui, excités par une grandeur
2(t) d’entrée dépendant du temps ¢, donnent lieu & une grandeur de sortie y(¢) ayant
les propriétés suivantes :

— y(t) est entiérement déterminée lorsque x(t) 1’est et la correspondance entre les deux
grandeurs est linéaire : y(t) = ax(t);

— La correspondance entre z(t) et y(t) est stationnaire dans le temps : si y(t) est la
réponse a x(t), la réponse a x(t + At) est y(t + At);

Il y a une réponse de cause a effet entre I'excitation et la réponse : si z(t) = 0 pour
t <to, y(t) =0 pour t < to.

12.4.2. EXEMPLES

— Une substance magnétique isotrope, non ferromagnétique, a laquelle on applique un
faible champ magnétique H. Cette substance acquiert une aimantation (moment
magnétique par unité de volume) M colinéaire a H. L’excitation H et la réponse
M satisfont bien aux conditions énoncées dans le paragraphe 12.4.1.

— Un exemple analogue est celui d’un milieu polarisable ou x(t) est un champ élec-
trique et y(t) la polarisation électrique.

— Un circuit électrique passif ou 'excitation est la tension appliquée aux bornes et ot
la réponse est l'intensité I ou encore la charge () d’'un condensateur faisant partie
du circuit.

12.4.3. PROPRIETES DES SYSTEMES LINEAIRES

Physiquement z(t) et y(t) sont réels, mais il est toujours loisible de les considérer
comme complexes. Par ailleurs, la correspondance y = ax est complétement déter-
minée par la donnée de la réponse percussionnelle k(t), consécutive a excitation
x(t) = 0(t). La fonction k(t) est réelle et nulle pour ¢ < 0 d’aprés le § 12.4.1. Si
x(t) = o0(t + At), y(t) = k(t + At) d’apres le caractére stationnaire de la réponse.
D’autre part :

+oo
x(t) = /x(t’)d(tft’)dt’,
et par suite de la linéarité,
+oo t
y(t) = / S(#Vh(t — )t = / 2@ Vk(t — )t

— 00
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