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L’idée la plus simple, pour calculer cette aire de maniére approchée, est de découper
la région R en rectangles verticaux, choisis, dans un premier temps au pif. Soyons
simplistes et un peu fainéants : contentons nous de trois rectangles, basés respective-
ment sur les intervalles Iy = [a = xg,21],I2 = [21,22],I35 = 22,23 = b]. Choisissons
un point dans chacun de ces intervalles : t; € I1,ts € Iy et t3 € I3, et dessinons des
rectangles de base I;, de hauteur f(¢;) (voir la figure 2.2).

YA

T b il by ) l3 3
Figure 2.2 — Approximation de I'aire A par des rectangles

Nous obtenons ainsi trois rectangles d’aires respectives

Ay = (1 —x0) f(t1), Ao = (z2 — 21) f(t2) et Az = (w3 — x2) f(t3),
soit une approximation de 'aire de la région R par la somme

3 3
Am Ay +As+As = (o —ap-1)f(te) = Y Tkl F(th),
k=1

k=1

ot l'on a noté |Ix| la longueur de l'intervalle I;,. Nous venons de définir deux notions
qui seront centrales dans toute la suite de ce cours, a savoir celle de subdivision pointée
(la famille des intervalles Iy, I, I3 et le choix d’un point ¢; dans chacun des I;), et celle
de somme de Riemann (la somme A; + Ay + Ag) associée a cette subdivision.

Définition 2.1 — Soit I = [a,b] un intervalle compact. Une subdivision pointée P
de 1 est la donnée d’une subdivision I} = [xg,x1], 12 = [x1,22],..., 1 = [®p_1,2,] de ]
(avec a = x9 < x1 < -+ <z, = b) et d’un « pointage » de cette partition, c’est-a-dire
de points t; € Iy, ..., t, € L,. On la notera P = {(Iy,t1),...,(In,tn)}, et on appellera
les t; des points de marquage de P.

Notons au passage que les subdivisions que nous considérerons seront toujours suppo-
sées ordonnées par l'ordre usuel de R. Les subdivisions pointées de 'intervalle [a, ]
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Nous aurions ainsi trouvé exactement la formule du théoréme 1! Bien str, comme
nous parlons d’approximation, il est insensé de croire que la situation ¢, = t; puisse
réellement avoir lieu, sauf dans le cas ou f est affine.

YA .
Un bon cas Un mauvais...

3

N

Figure 2.3 — Deux cas de la formule des accroissements finis

Dans tous les autres cas, nous ne pouvons espérer qu’une seule chose : qu’en prenant
les intervalles Iy, suffisamment petits, les points ¢ et t; soient tellement proches que
Pon ait alors f'(cg) =~ f'(tx). Cela donne une premiére idée pour définir I'intégrale
de f’ : ce serait la limite, si elle existe, des sommes de Riemann S(f’,P), quand on
prend des subdivisions de pas de plus en plus petit. On pourrait par exemple prendre
pour sommets des intervalles les nombres du type a + j(b—a)27,j =0,...,2!, clest
a dire découper [a, b] en 2! intervalles de longueur égale, et ensuite faire tendre [ vers
linfini. Mais ce n’est, a priori, pas suffisant : cela est illustré par la figure 2.3. Dans le
premier cas, le « bon », prendre ¢, différent de ¢; donnera une bonne approximation

de
(xr — xp—1)f' (k) = fzr) — f(@h—1)
par

(r — zp—1)f (tr),

car f’ (c.-a-d. la pente du graphe) varie peu dans l'intervalle. Mais, dans le second,
un choix malencontreux de ¢ (par exemple en un point ou la dérivée de f prend
une valeur beaucoup plus grande que ’accroissement entre x,_1 et x; comme c’est
le cas sur la figure ci-dessus) donnera une approximation déplorable. Il existe des
fonctions f dérivables, dont la dérivée varie au voisinage de certains points si fortement
que 'usage d’intervalles de longueur constante ne permet pas de faire converger les
sommes de Riemann vers une limite. Il faut assouplir le processus de passage a la
limite et s’autoriser & adapter la longueur des intervalles des subdivisions en fonction
des variations locales de f’. Ces considérations nous ménent tout naturellement aux
deux définitions suivantes, celle de jauge et celle de subdivision §-fine :



Chapitre 3
Fonctions intégrables,
intégrale

Nous avons vu, dans le chapitre précédent, les notions de subdivision pointée, de
somme de Riemann, ainsi que de subdivision J-fine pour une jauge J sur [a,b]. Nous
sommes maintenant en mesure de définir la notion d’intégrale et d’intégrabilité :

Définition 2 — Soit f une fonction numérique définie sur [a,b]. La fonction f est
dite intégrable sur [a,b] s’il existe un nombre réel S tel que, pour tout € > 0, il existe
une jauge dc sur [a,b] telle que, pour toute subdivision d.-fine P, on ait

IS(f,P) -S| <e.

On notera I([a,b]) Uensemble des fonctions intégrables sur [a,b]. Le nombre S ci-
dessus est appelé intégrale de la fonction f sur [a,b] et est noté

b

f ou be.

a

J f(x)dx ou encore J
[a,b]

a

f(x)dx, woire J

[a,b]

La stratégie pour démontrer qu'une fonction donnée est intégrable est alors claire :
on se fixe un réel € > 0 et 'on cherche a construire la jauge .. Nous allons voir dans
un instant, sur des exemples, que cela marche trés bien pour un grand nombre de
fonctions, comme les polynémes par exemple. Mais il nous faut tout d’abord régler
un « détail » : si jamais il existait une jauge § n’admettant pas de subdivision J-fine,
alors toute fonction serait intégrable et n’importe quelle nombre serait son intégrale !

3.1. Le lemme de Cousin

Cette chausse-trape est heureusement évitée grace au lemme suivant, dit lemme de
Cousin :

Lemme 3.1 — Pour toute jauge § > 0 sur [a,b], il existe une subdivision d-fine.
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Il est bien évident que toute fonction Riemann-intégrable est intégrable, mais nous
allons voir dans un instant que la réciproque est fausse : les fonctions intégrables
au sens de Riemann doivent présenter une certaine uniformité dans leurs variations
locales. Cependant 'intégrabilité au sens de Riemann est souvent suffisante, en parti-
culier lorsque l'on fait du calcul intégral en relation avec le calcul différentiel (ou 'on
calcule des primitives de fonctions continues, qui sont Riemann-intégrables). C’est
lorsque I'on a besoin d’outils d’analyse plus puissants comme de théorémes de conver-
gence suffisamment généraux pour traiter confortablement les procédés d’approxi-
mation classiques (séries de Fourier, par exemple) que I'intégrale de Riemann devient
insuffisante. Mais donnons immédiatement ’exemple d’une fonction qui est intégrable
mais pas Riemann-intégrable.

Soit x : [0,1] — R la fonction de Dirichlet, ou fonction indicatrice des nombres
rationnels :

x(xz)=1si 2€QnNI0,1], x(z)=0 sinon.
Montrons que x est intégrable, d’intégrale nulle. Pour cela, remarquons que D =
QnN[0,1] est dénombrable, car Q lui-méme est dénombrable. On peut donc énumérer
D en D = {ry,rg,...}. Fixons € > 0 et définissons la jauge d. par

{5E(x):1six¢D

be(z)=e27 siz=rj, j=1,2,...

L’idée derriére la définition de cette jauge est la suivante (nous la retrouverons
constamment) : si x n’est pas dans D, alors x(z) = 0 et si (I, x) apparait dans
une subdivision pointée, la contribution a la somme de Riemann est nulle, et ce quelle
que soit la longueur de I. C’est pourquoi on pose §(z) = 1, mais on pourrait prendre
n’importe quel nombre strictement positif. Si par contre z est élément de D et (Ix, )
apparait dans une subdivision, alors x(z) = 1, et il faut compenser cela en imposant
a la longueur de Iy d’étre toute petite, ici suffisamment petite pour que la somme
|I;| + [I2] + - - - des longueurs converge et soit inférieure a e.

Ainsi, soit P = {(I, tx),1 < k < n} une subdivision é.-fine. Alors x(tx)[Ix| = 0 si
tr ¢ D et x(ty)|Lx| =277 sity =r; et donc

n —+oo
0<S(GP) =D x| <e) 277 <e;
k=1 j=1

la fonction y est intégrable, d’intégrale nulle.

Elle n’est cependant pas intégrable au sens de Riemann. En voici succinctement la
raison. Si P = {(I, tx)} est une subdivision d-fine, pour une jauge constante d, alors les
subdivisions déduites de P en gardant les intervalles I, mais en perturbant légérement
les points de marquage tj sont encore d-fines. Comme D et [0, 1] — D sont denses dans
[0,1], on peut trouver des partitions d-fines telles que tous les ¢ soient hors de D et
d’autres telles que tous soient dans D. Ainsi, pour toute constante § > 0, il existe des
partitions d-fines telles que S(f,P) = 0 et d’autres telles que S(f,P) = 1 > 0. En fait,
en choisissant bien les intervalles et leurs points de marquage, on peut obtenir a la
limite toute valeur entre 0 et 1. La fonction x ne peut donc étre Riemann-intégrable.



Chapitre 4
Propriétés élémentaires
de l'intégrale

Dans ce chapitre nous allons démontrer les propriétés les plus simples de l'inté-
grale, indispensables pour poursuivre son étude. Nous allons pour cela commencer
par démontrer un critére d’intégrabilité extrémement utile, le critére de Cauchy.

4.1. Critére de Cauchy, applications

L’intégrale est définie par un processus de passage a la limite. Jusqu’a mainte-
nant, nous avons démontré des résultats d’intégrabilité pour des fonctions dont nous
connaissions, a priori, le caractére intégrable et la valeur de I'intégrale. Pour démontrer
des résultats plus généraux, il est indispensable de disposer d'un critére d’intégrabi-
lité qui ne fasse pas appel a la valeur de l'intégrale. Pour la convergence des suites de
nombres réels (et plus généralement d’éléments d’un espace complet), un tel critére
existe, c’est le critére de Cauchy. Celui-ci permet souvent de démontrer qu’une suite
converge sans que ’on connaisse a priori sa limite. Nous disposons, dans le cadre de
I'intégrale, d’un outil analogue : nous I'appellerons encore critére de Cauchy.

Théoréme 4.1 — Une fonction f : 1 = [a,b] — R est intégrable si, et seulement
si, pour tout € > 0, il existe une jauge d. telle que, si P et Q sont deux subdivisions
Oc-fines, alors

DEMONSTRATION — Si f est intégrable, fixons € > 0 et trouvons une jauge ¢ telle
que pour toutes subdivisions §-fines P et Q, on ait

’S(f,P)—Lf‘@/? et ‘S(ﬁ@)—Lf‘@/z
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5.2.4. Applications de la formule de changement de variable

Commengons par rappeler un moyen mnémotechnique utile dans 'utilisation de la
formule de changement de variable. Si l'on pose = ¢(t), alors on obtient dz par la
formule dz = ¢'(¢) dt.

Un premier exemple amusant

Essayons de déterminer une primitive de
1
Vitr+JT+z

On remarque que 'on a les mémes quantités sous les radicaux. On va donc essayer
de s’en débarrasser en exprimant ces deux radicaux comme puissances d’une méme
quantité. Le ppcm de 2 (pour la racine carrée) et 3 est 6. Ainsi on a

(Vi+z) =Vi+aet(V1+a)=v1+uz

On s’empresse donc de faire le changement de variable y = ¥/1+2 = (1 + z)/6.
Comme 35 = 1 4 z, il vient dz = 6y° dy, et donc

1 61°
— == | 5 dy,
142+ V142 y° +y
et cette derniére intégrale se calcule facilement. On commence par effectuer une divi-
sion euclidienne de 3° par y3 + y2, ce qui donne
v = -y D+ ) -

soit s
vy 7
vty y+1

et il sort alors de tout ¢a le merveilleux résultat suivant :

=y —y+1-

1
dz=2V/1+2-3V1+2+6V1+2—6Log|l+ V1+z|+C.
J'\/l-i-:v—i—\s/l-i-x Bl |
Il ne faut pas oublier, a la fin du calcul, de revenir & la variable x en remplagant
partout y par sa valeur.

Deuxiéme exemple

Cet exemple donne en fait une méthode générale de calcul des primitives de frac-
tions rationnelles en sinus et cosinus. Soient P et Q deux polynémes de deux
variables, & coefficients réels. On cherche a intégrer une fonction de la forme
P(cosz,sinz)/Q(cos z,sinx), et pour cela on rappelle les formules de trigonométrie
suivantes : si I'on pose ¢ = tan(x/2), alors

2t 1—¢2

et cosx = .
+ 2 1+12

sinx =



Chapitre 6
Intégrales impropres

Intégrer des fonctions définies sur des intervalles compacts s’avére trés vite insuffisant,
tant en mathématiques (arithmétique, analyse...) qu'en physique. On y est en effet
confronté a des intégrales du type

1 400 “+oo
dz 2 . sin x
J — ou e ¥ dx, voire dzx.

0 VT 0 z

Or la premiére fonction intégrée n’est pas définie en 0, ni bornée sur [0, 1], tandis que
les deux autres intégrale font intervenir un intervalle non borné. Nous allons voir, dans
cette section, que 'on peut étendre la définition de I'intégrale de maniére & prendre
en compte ces deux situations. De plus, nous énoncerons un théoréme di & Heinrich
Hake, qui dit que 'intégrale de Kurzweil et Henstock contient ses intégrales impropres
(c.-a-d. obtenues par passage a la limite dans les bornes).

— 00

Nous ne donnerons que peu de preuves ici, et nous bornerons le plus souvent & donner
les énoncés des résultats les plus importants. En fait, tout marche comme dans le cas
de 'intégration des fonctions définies sur un compact, quasiment mot pour mot. Enfin,
nous nous limiterons & un intervalle de la forme [a, +00], les autres cas s’en déduisant
aisément. C’est ici avant tout la pratique, au travers d’exercices, qui compte.

6.1. Intégrabilité et intégrale sur [a, +o0]

Soit f une fonction définie sur Uintervalle [a,4+00[. On aimerait pouvoir étendre la
définition de l'intégrabilité de f (et de son intégrale, si elle est intégrable) en utilisant
des sommes de Riemann et des subdivisions pointées. L’idée la plus simple consiste a
tronquer Uintervalle [a, +oo[ & droite, de maniére & se ramener a des sous-intervalles
compacts. Pour cela, nous allons procéder par étapes.

— Commengons par compactifier [a, +00] en lui rajoutant 400, c’est-a-dire en prenant
son adhérence dans la droite achevée R. Ainsi, nous allons travailler sur I =
[a, +00].
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A parte historique

Il est bien beau ce théoréme, mais ce que 'on aimerait vraiment savoir maintenant,
c’est si 9 est dérivable, de dérivée f. En d’autres termes, toute fonction intégrable
admet-elle une primitive ? La réponse est donnée par le théoréme suivant di a Henri
Lebesgue dans le cadre de I'intégrale qui porte son nom et & Arnaud Denjoy et Oskar
Perron pour I’énoncé ci-dessous.

Théoréme 8.4 — Si f est intégrable sur [a,b], alors son intégrale indéfinie est
continue et admet presque partout une dérivée égale a f.

Nous démontrerons ce théoréme dans ’appendice & ce chapitre comme application
du lemme de recouvrement de Vitali. On peut cependant ici résumer les liens entre
intégration et dérivation de la maniére suivante :

— sil’on dérive une intégrale indéfinie, alors on retrouve, presque partout, la fonction
dont on est parti;

— si 'on intégre une vraie dérivée, alors on retrouve la fonction qu’on a dérivée;

— sil’on intégre une dérivée définie seulement presque partout, alors on peut trés bien
ne pas pouvoir retrouver la fonction de départ. L’exemple de ’escalier du diable est
a ce titre éclairant (dérivée nulle presque partout, mais fonction continue surjective
de [0, 1] sur lui-méme).

Pour avoir un théoréme complet de commutation entre dérivation et intégration, il faut
se restreindre & une classe de fonctions présentant des variations locales controlées.

8.2. Fonctions Lebesgue-intégrables

Comme nous 'avons vu, il existe des fonctions intégrables dont la valeur absolue
n’est pas intégrable. En d’autres termes, comme il existe des séries semi-convergentes,
il existe des intégrales semi-convergentes (qui n’existent par dans les théories de
Riemann et Lebesgue). Cependant, comme dans la théorie des séries avec les séries
absolument convergentes, les fonctions a valeur absolue intégrable jouent un roéle parti-
culier de par leur stabilité dans une large classe de processus de passage a la limite.
Nous rappelons donc la définition suivante :

Définition 8.1 — Une fonction f définie sur un intervalle quelconque 1 est dite
Lebesgue-intégrable, ou intégrable au sens de Lebesgue si f et |f| sont intégrables.
On dit aussi que f est absolument intégrable.

Si f est Lebesgue-intégrable sur I alors f*=max{f,0}=(f+|f])/2 et f~ =min{f,0}
sont Lebesgue-intégrables.

Cependant I'inconvénient majeur de la définition ci-dessus est qu’elle est difficile-
ment exploitable directement lorsqu’il s’agit de faire des manipulations algébriques
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Pour les mémes raisons que pour ’équation de Laplace, 'on recherche souvent les
solutions de cette équation dans un domaine de la forme © x I ou 2 est un ouvert de
R? et I un intervalle de R, en imposant des conditions aux limites.

L’équation des ondes enfin, comme son nom l’indique, est censée déterminer la propa-
gation des ondes dans un milieu idéalisé, et elle s’écrit, de maniére assez générale,
sous la forme

0%u

ot?
Nous allons étudier un peu plus précisément cette derniére équation dans le cas parti-
culier d’une corde vibrante. Mais avant de nous lancer, notons un caractére commun
A toutes ces équations : elles sont linéaires. Ce que I'on entend par 14 c’est que si ug
et uo sont deux solutions d’une de ces équations, I’équation des ondes par exemple
et si py, po sont deux nombres réels, alors piu; + pous est aussi solution de la méme
équation. On dit aussi que ces équations satisfont au principe de superposition. Il vient
alors une idée simple : peut-on trouver ce qui pourrait étre une base de ’ensemble des
solutions, base si possible constituée de solutions simples de ces équations ? C’est tout
I'objet de la théorie des séries et de la transformée de Fourier. Le probléme est qu’il
faudra donner au mot « base » un sens quelque peu différent de celui couramment
admis en algébre linéaire, en admettant des sommes infinies, c’est-a-dire des sommes
de séries de fonctions.

= v?Au.

9.1. L’équation des cordes vibrantes

On considére une corde élastique dont les deux extrémités sont fixées et que l'on
excite & un moment donné en la pingant par exemple, et qu’on laisse ensuite évoluer
librement. On suppose de plus, pour simplifier, que la corde se meut dans un plan.
Rapportons ce plan & un repére et identifions-le &4 R?. La corde est alors attachée aux
points (0,0) et (¢£,0), ou £ est la longueur de la corde au repos. Le déplacement de
la corde est alors modélisé par une fonction de deux variables u(x,t), ou z € [0, ] et
t € R, de sorte qu’au temps ¢ le point de la corde d’abscisse x est situé en (z, u(z,t)) :
u(x,t) représente le déplacement transverse de la corde par rapport a sa position
de repos.

u(x,t)

Figure 9.1 — Une corde vibrante
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Si f est Lebesgue-intégrable sur ., ,,, alors la formule de passage aux coordonnées
sphériques pour les intégrales triples s’écrit :

ro 2T T
J f(z,y,2)dedydz = J. J J fs(r, 8, @)r? sin o dr dd dep.
Q

T1 0 0

71,72

On peut bien sir étendre toutes ces formules & des domaines définis dans divers
secteurs angulaires et nous renvoyons aux exercices pour quelques applications
pratiques.

10.6. La formule de Green-Riemann

La formule fondamentale du calcul différentiel et intégral offre & I’analyste un outil
formidable qui fait le pont entre 'intégration et la dérivation. Il fournit ainsi a ’étude
de sujets comme les équations différentielles tout ’arsenal puissant de la théorie de
Iintégration. Il existe un analogue de cette formule en plusieurs variables, c’est la
formule de Stokes. Ne serait-ce qu’énoncer celle-ci dans le cas général nous ménerait
trop loin, dans le territoire des variétés et des formes différentielles. Nous allons cepen-
dant ici donner un avatar de cette formule valable pour certains domaines simples du
plan R2.

Dans la suite, nous identifierons R? a la droite complexe C, et utiliserons de maniére
tacite cette identification. Ainsi, si (2¢,%p) est un point de R?, nous le noterons
Zo = X + 1Yo comme nombre complexe, et utiliserons librement les notions de module
et d’argument.

Avant méme d’énoncer la formule de Green-Riemann, il nous faut passer par quelques
b

préliminaires de géométrie des arcs dans le plan, afin de pouvoir définir I'intégration

sur iceux.

10.6.1. Chemins

Définition 10.10 — Un chemin (ou arc) de classe C' du plan R? est une application
v, de classe C', définie sur un intervalle compact [a,b] de R et & valeurs dans R?,
et de dérivée partout non nulle. Le chemin v est dit continu C' par morceauz si vy
est continue, et est C* par morceaux au sens qui précéde : c’est un recollement bout a
bout d’un nombre fini de chemins de classe C'.

Exemples :

— Soient (zo,yo0) et (z1,y1) deux points du plan. Le segment les reliant est un chemin
C', qu’on peut paramétrer par une combinaison barycentrique :

’}/(t) = ((1 — t).’E() +tzq, (1 — t)y(] + tyl), te [0, ].]



Chapitre 11

Mesure de Lebesgue,
espaces LP, applications

L’une des idées les plus fécondes de 'analyse moderne a été de considérer les fonctions
comme des points dans certains espaces sur lesquels utiliser 'intuition géométrique.
Ainsi, si K ¢ R? est un compact, I'espace C°(K, R)) des fonctions numériques continues
sur K est naturellement muni d’une structure de R-espace vectoriel (et méme de
R-algebre). Cet espace n’est de dimension finie que si K est un ensemble fini. Dans
tous les cas on peut munir C°(K,R) de la norme uniforme

I lloe = sup {|f (x)], x € K}

et cela fait de C°(K,R) un espace vectoriel normé et complet : on dit que c’est un
espace de Banach. On peut en étudier les propriétés algébriques et géométriques
comme pour n’importe quel espace vectoriel normé, et il se trouve qu’il existe un
dictionnaire entre les propriétés de cet espace et les propriétés topologiques de K. Le
théoréme de Gelfand, donné en exercice et décrivant les idéaux de C°(K,R) en est
un exemple fondamental, qui illustre I'intérét d’avoir de jolis espaces fonctionnels sur
lesquels travailler.

Dans le cadre de la théorie de I'intégration il ressort une famille d’espaces trés impor-
tants, les espaces de Lebesgue dits « espaces LP » ; il y en a un pour chaque réel p > 1,
et I'espace L! correspond aux fonctions Lebesgue-intégrables. Le but de ce chapitre
est de donner une définition propre de ces espaces et de démontrer leur caractére
complet pour la norme qui leur est naturellement associée. C’est, aprés le théoréme
de convergence dominée, un des résultats fondamentaux de ’analyse moderne.

11.1. Fonctions mesurables

Nous présentons dans ce livre la théorie de 'intégrale de Lebesgue qui est une théorie
de D'intégration sur R? qui posséde la propriété d’étre invariante par translation et



	P024_2014_09_08_BAT-2
	P026_2014_09_08_BAT-12
	P033_2014_09_08_BAT-3
	P039_2014_09_08_BAT-4
	P049_2014_09_08_BAT-5
	P071_2014_09_08_BAT-6
	P077_2014_09_08_BAT-7
	P104_2014_09_08_BAT-8
	P118_2014_09_08_BAT-9
	P159_2014_09_08_BAT-10
	P183_2014_09_08_BAT-11



