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Chapitre 3

LE PRINCIPE DE HAMILTON

Résumés de cours

3.1. ÉNONCÉ DU PRINCIPE

On peut énoncer les lois de la mécanique (lois de Newton ou équations de Lagrange)
sous une forme équivalente plus concise, mais surtout de portée beaucoup plus
générale, applicable à tous les domaines de la physique. Cette formulation a pour
nom “principe de Hamilton” ou “principe de moindre action”. Son contenu est le
suivant :

Pour un système lagrangien, parmi toutes les évolutions temporelles imaginables de la
configuration q(t)  (rappelons que q(t)  est une notation simplifiée pour l'ensemble des
degrés de liberté q(t) = q1(t), q2(t),L, qn(t)( ) ) qui commencent et finissent de façon déter-

minée (on parle alors de chemins), l'évolution réelle (on parle alors de trajectoire) rend
stationnaire 1 la quantité dite action 2.

Tout l'art du physicien consiste alors à proposer une forme pour l'action, qui rende
compte des phénomènes physiques observés.

3.2. LA FONCTIONNELLE ACTION

Etant donné un chemin q(t), l'action S  se calcule en intégrant par rapport au temps
la fonction de Lagrange L . Elle est fonction d'une fonction q(t) et on dit que c'est une
fonctionnelle. Précisément, on pose :

                                                            
1 Stationnaire veut dire qu'une variation infiniment petite du chemin, comme q(t) + e(t) ,

n'entraîne pas de changement de la quantité action au premier ordre en e .

2 On notera l'analogie avec le principe de Fermat ou principe du moindre chemin optique.
Le rôle du temps est joué par l'abscisse curviligne, et le lagrangien par l'indice optique.
De même qu'il peut exister plusieurs rayons qui joignent l'objet à son image, il peut exister
plusieurs trajectoires à bornes fixées, comme vous pourrez le voir dans les problèmes 3.4
et 3.5.
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étant fonction des conditions initiales. Un mode propre est une solution pour
laquelle toutes les coordonnées généralisées ont une dépendance harmonique dans
le temps (même pulsation) mais avec des phases et des amplitudes distinctes.

En pratique pour trouver un mode propre, on commence par écrire le lagrangien
en fonction des nouvelles coordonnées Q = q - q(équil), qui mesurent l'écart à la
position d'équilibre, et de leur vitesses Q̇ . Les termes linéaires étant absents à cause
de la condition d'équilibre, on ne garde que les termes quadratiques en Q . On

cherche alors les modes propres (k) , c'est-à-dire les nombres complexes   Qi
max et

la pulsation w(k) (pulsation propre) tels que 
    
Qi

(k)(t) = Réel Qi
maxeiw(k )tÊ

Ë
ˆ
¯  soient

solutions des équations de Lagrange. On tombe en général sur un système linéaire
sans second membre dont les n valeurs propres sont les n pulsations w(k) des
modes propres (en général la pulsation apparaît au carré dans ce système). La solu-

tion au problème est une superposition des modes propres 
  
Qi (t) = Qi

(k)(t)
k =1

n

Â , dont

les amplitudes sont déterminées par les conditions initiales.

Problèmes · énoncés

2.1. DISQUE SUR UN COIN EN MOUVEMENT [SOLUTION P. 74] �

Etude d'un système lagrangien très simple.

Figure 2.1

Disque roulant sans glisser
sur un coin que l'on déplace. l(t)

q(t)

α

Dans un espace à deux dimensions, un disque peut rouler sans glisser sur un plan
incliné (un coin) sous l’influence d’un champ de pesanteur constant g  vertical.
On posera R, I , m , le rayon, le moment d’inertie par rapport à l'axe et la masse du
disque, a , l’inclinaison du plan incliné et l(t) l'équation horaire du coin imposée
par un opérateur.

1 Quel est le mouvement de ce disque sur le coin pour un déplacement horizontal
donné du coin ? Le disque peut-il remonter le plan ?

2 Retrouver ce résultat, de façon plus élégante, en travaillant dans le référentiel non
galiléen du coin. On vérifiera d'abord que la force d'inertie de translation, examinée
dans le problème 1.11 (p. 30), dérive du potentiel Vtrans = m

r
a(e) ◊

r
Rcm .
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1 Ecrire les équations d’Euler-Lagrange.
2 Ecrire les équations donnant les pulsations propres.
3 L’invariance par translation de deux atomes nous suggère de chercher une solution

de la forme 
un (t) = U exp(inf + iwt)
vn (t) = V exp(inf + iwt)

 pour chaque type d’atomes.

Donner les deux solutions w(f). La plus grande w fopt ( ) est appelée pulsation optique,
l’autre pulsation w facou( )  est appelée acoustique.

4 Etudier le comportement de w(f) au voisinage de f = 0 . Pour chacun de ces cas,
étudier le signe de U /V . Un signe positif correspond à un mouvement en phase à
basse fréquence de tous les atomes, un signe négatif correspond à un mouvement en
opposition de phase pour deux atomes voisins à haute fréquence. Donner w(f = p) .
Tracer schématiquement w fopt ( ) et w facou( ) .

5 Excitons un atome avec une onde de pulsation w . A quelle condition sur w  la per-
turbation se propage-t-elle ? Remarquer que cette chaîne d’atomes est un filtre passe-
bas avec une bande d’arrêt ou “gap”.

6 On impose des conditions de périodicité au mouvement des atomes. Le mouvement
du groupe d’atomes d’ordre N + 1 est celui du groupe 1. En déduire les valeurs
possibles de f .

Problèmes · solutions

2.1. DISQUE SUR UN COIN EN MOUVEMENT [ÉNONCÉ P. 59]

1 Soit   H  le point de contact du disque de centre C  et du coin ; on appelle q = OH  la
coordonnée généralisée choisie, O  étant une origine quelconque choisie sur le coin.
La condition de roulement sans glissement impose   ̇q = -Rq̇ , où q  est l'angle de repé-
rage d'un point quelconque B  du disque.

La vitesse du centre du disque s'obtient aisément en additionnant la vitesse d'entraî-
nement de l'origine, qui vaut l̇(t) le long de l'horizontale et la vitesse relative au coin
qui est q̇  le long de la pente. En choisissant pour axes le sens de la pente et le sens

de la normale au coin, la vitesse du centre a pour composante    
r
vC = (q̇ + l̇ cos a , l̇ sin a) .

L'énergie cinétique du disque est obtenue par application du théorème de Koenig
comme la somme de l'énergie du centre de masse 1

2 m
r
vC

2  et de l'énergie de rotation

autour du centre 
    
1
2 Iq̇2 = I

2R2 q̇2 .

La seule force qui travaille est le poids qui dérive du potentiel V = mgq sin a  (à une
constante près sans importance). Tout calcul fait, nous obtenons l'expression du
lagrangien :

L(q, q̇, t) = 1
2 m 1 + I

mR2
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

q̇2 + 2l̇(t)q̇ cos a + l̇(t)2È

Î
Í

˘

˚
˙ - mgq sin a
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L'équation de Lagrange (2.4) fournit la loi donnant l'accélération du mouvement :

1 + I

mR2
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

˙̇q = - g sin a - ˙̇l (t)cos a

C'est l'équation d'un mobile dans un champ de pesanteur variable. Intégrons une
fois par rapport au temps pour obtenir la vitesse :

1 + I

mR2
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

q̇ = - gt sin a - l̇(t)cos a

On peut très bien avoir q̇ > 0  – le disque remonte le coin – si la condition l̇(t) < - gt tan a
est satisfaite.

La loi horaire du mouvement s'obtient par une intégration supplémentaire (à une
constante près) :

q(t) = - 1 + I

mR2
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

-1 g sin a
2

t2 + l(t)cos aÈ
ÎÍ

˘
˚̇

2 L'accélération d'entraînement est horizontale : c'est celle du coin a(e) = ˙̇l . La compo-
sante horizontale du centre de masse C  dans ce référentiel vaut qcosa  et le potentiel

d'inertie indiqué dans l'énoncé s'écrit dans ce cas Vtrans = mq˙̇l cos a , et le lagrangien :

L(q, q̇, t) = 1
2 m 1 + I

mR2
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

q̇2 - mgq sin a - mq˙̇l cos a

Il s'identifie à l'expression de la question précédente si on ajoute une dérivée totale
d'une fonction par rapport au temps. Le dernier terme du deuxième membre peut
s'interpréter comme un poids apparent (principe d'équivalence champ de gravita-
tion – référentiel accéléré).

2.2. INTÉGRALE DE PAINLEVÉ [ÉNONCÉ P. 60]

1 Soient O  une origine fixe, Ox  un axe horizontal, Oz  un axe vertical dirigé vers le
bas et A  le point d'application du pendule, qui se déplace le long de Ox  avec la loi
horaire OA = a(t). La seule force qui travaille est la gravité qui dérive, avec nos
conventions, d'un potentiel V = -mgz. Par conséquent le système est lagrangien.

2 Appelons q  l'angle entre l'axe Oz  et la direction du pendule ; c'est notre coordon-
née généralisée. Les composantes du pendule de masse m  sont x = a + l sin q et

z = l cos q . L'énergie cinétique est simplement T = 1
2 m(ẋ2 + ẏ2 ) et l'énergie potentielle
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7.8. UN PEU DE LUMIÈRE SUR LES AURORES BORÉALES

[SOLUTION ET FIGURE P. 338] ��

Un phénomène naturel fascinant passé à la loupe. Il est vivement conseillé de résoudre aupa-
ravant les problèmes 2.9 et 7.7.

A une bonne approximation, le magnétisme de la Terre est celui d'un dipôle magné-
tique. Dans le plan équatorial magnétique, le champ magnétique, qui lui est perpen-
diculaire, a pour intensité B R Re T= -0 31 10 4 3, ( / )  Tesla ( Be  pour valeur de B  à
l'équateur) ; dans cette formule RT  désigne le rayon terrestre et R  la distance au
centre de la Terre, pour laquelle ce champ est mesuré.

Un électron, de masse  m , de charge qe  et d'énergie E , traverse ce plan équatorial,
à la distance R  du centre de la Terre, sa vitesse formant un angle a  avec la direc-
tion du champ magnétique.

1 Rappeler l'expression de la pulsation cyclotron et montrer que le rayon cyclotron
(projection de la trajectoire sur le plan équatorial) est à la limite non relativiste :

Rc = 2mE sin2 a /(qeBe ). En unité de rayon terrestre, combien vaut ce rayon pour
a = p / 4 , pour une énergie E = 60 keV, à une distance 1, 5 RT  du centre de la Terre.
Donner aussi la période de cette rotation cyclotron.
On donne qe = -1 6 10 19,  C, m = -9 11 10 31,  kg, RT = 6367  km.

2 Montrer que la variable action (se reporter au problème 7.7) vaut :
pf = -mE sin2 a /(qeBe ) .

L'électron s'enroule en hélice autour des lignes de champ et voit donc un champ
magnétique qui croît lorsqu'il se rapproche d'un pôle. La variable action est un
invariant adiabatique.

3 En notant par s  la distance parcourue le long de la ligne de champ, par B(s) l'inten-
sité de celui-ci ( Be = B(s = 0)), montrer que l'énergie associée au mouvement de

rotation est E sin2 a B(s)/ Be . L'énergie totale de la particule est une constante. Pour-
quoi ? En déduire que l'électron, quelle que soit son énergie, ne peut pas explorer
une région proche du pôle pour laquelle le champ magnétique dépasse la valeur
B(sm ) = Be / sin2 a .

La particule rebondit dans les régions de champ fort près des pôles et effectue des
rebondissements successifs d'un hémisphère à l'autre.

4 Montrer que la période des ces allers-retours est donnée par l'intégrale : T =

2 2 1m E ds B s B sm
s

s

m

m

/( ) / ( )/ ( )-
-

Ú  (elle vaut environ 2 s pour des électrons de 30 keV).

En se rapprochant des pôles, donc de l'atmosphère, les charges électriques piégées
par ce mécanisme (essentiellement des protons et des électrons) heurtent finale-
ment les atomes de la haute atmosphère qui passent alors dans un état excité. La
désexcitation de ceux-ci s'accompagne alors d'une lumière qui est à la naissance
des aurores boréales.
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7.8. UN PEU DE LUMIÈRE SUR LES AURORES BORÉALES [ÉNONCÉ P. 317]

1 Nous sommes en régime non relativiste, la vitesse de l'électron en fonction de l'éner-
gie est donc donnée par v = 2E / m . C'est sa composante dans le plan équatorial

ve = v sin a  = 2E sin2 a / m  qui est responsable du mouvement cyclotron. La pul-
sation cyclotron à l'équation est fournie par la relation traditionnelle w = qeBe / m  ;
elle est indépendante de la vitesse. Le rayon cyclotron Rc , par contre, en dépend
puisqu'on a le lien Rc = ve / w , qui, tous calculs faits, vaut :

R
mE

q Bc
e e

=
2 2sin a

Application numérique – Be = 9,18510-6  T, 1/ w = 6,19910-7  s, ve = 1, 027 108 m/s,

puis Rc = 63 63,  m, soit R Rc T/ = -10 5. La période cyclotron vaut t = 2p / w  = 3,89 ms.

2 L'énergie cinétique de rotation E mv Ec e= =1
2

2 2sin a . Cette énergie est liée à l'action pf
par le lien (voir problème 7.7) : Ec = -wpf . Nous en déduisons la valeur de l'action :

pf = - mE sin2 a
qeBe

3 La variation du champ magnétique le long des lignes de champ est très lente par
rapport au rayon cyclotron. L'action est un invariant adiabatique, qui reste cons-
tante tout au long du parcours de l'électron. A l'abscisse  s , l'énergie de rotation
est   Ec (s) = -w(s)pf  =   -pfqeB(s)/ m , soit avec la valeur de  

pf  obtenue à la ques-
tion précédente :

    
Ec (s) = E sin2 a B(s)

Be

La charge n'est soumise qu'à la force de Lorentz qui est toujours perpendiculaire à
la vitesse ; par conséquent il n'y a aucun travail effectué et il y a conservation de
l'énergie totale E . La particule se dirigeant vers le pôle, le champ magnétique aug-
mente et donc son énergie de rotation augmente, au détriment bien sûr de la vitesse
de translation le long des lignes de champ. Il existe une abscisse sm  pour laquelle
l'énergie de rotation est égale à l'énergie totale : Ec (sm ) = E . A cet endroit la vitesse
de translation s'annule et l'électron rebrousse chemin. La condition précédente est
équivalente à la condition sur le champ :

B(sm ) = Be

sin2 a
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4 L'énergie de translation, ou longitudinale, est la différence entre l'énergie totale et
l'énergie de rotation El (s) = E - Ec (s)  = E - E sin2 aB(s)/ Be  =   E 1 - B(s)/ B(sm )( ). La

vitesse de translation vaut donc vl (s) = 2El (s)/ m  = 2E / m 1 - B(s)/ B(sm ) . Par
définition, on a aussi vl (s) = ds / dt . On en déduit le temps entre deux annulations

de la vitesse longitudinale, entre s = -sm  et s = sm , 
  

dtÚ  = ds / vl (s)
- sm

sm

Ú . La période

d'un aller-retour est évidemment deux fois ce temps, ce qui conduit à la valeur :

T = 2m
E

ds
1 - B(s)/ B(sm )- sm

sm

Ú

5 La force (normale à la Terre) est donnée par le gradient de l'énergie     F = ∂R mB(R)( )
= ¥ =-0 31 10 3 34 3 4, / ( )/m mR R B R RT . D'autre part, à l'équateur m aB R E Ec( ) sin= = 2 .
Ainsi la valeur absolue de la force est :

    
F(R) = 3E sin2 a

R

Figure 7.7 - Trajectoires, dans le champ magnétique terrestre, calculées
numériquement grâce aux équations de Hamilton, pour un électron de 100 keV,

passant à 1, 6RT  à l'équateur magnétique, et faisant un angle de 45°
avec le champ magnétique. Pour rendre plus visibles les différents mouvements,

nous avons pris un magnétisme beaucoup plus faible qu'en réalité.




