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Avant-propos

La théorie de la relativité générale constitue, avec la théorie quantique, 'une des
plus grandes avancées scientifiques du Xx°¢ siécle. Le cadre mathématique sur lequel
elle s’appuie est celui des variétés pseudo-riemanniennes, et 'une des découvertes
majeures d’Albert Einstein est d’avoir compris le lien entre la gravitation, la matiére
et la géométrie de notre espace physique rebaptisé espace-temps.

Tout étudiant en physique connait les efforts et la persévérance dont il faut faire preuve
pour comprendre les bases de la relativité générale. Les enseignants en Master, dans
les écoles doctorales ou dans les Grandes Ecoles, savent également les difficultés que
I'on rencontre lorsqu’il s’agit d’exposer une théorie si fondamentale. Pourtant, les
applications pratiques et les conséquences théoriques dans ’astrophysique moderne
sont innombrables et incontournables.

Cet ouvrage de problémes et d’exercices, de difficulté variable, a été construit dans
I'unique but d’aider tout étudiant, chercheur ou curieux souhaitant assimiler les bases
de la relativité générale via la pratique du calcul, tensoriel notamment, et du raison-
nement mathématique et physique. De nombreuses démonstrations de cours, premiers
tremplins vers des calculs plus complexes, sont ainsi intégrées dans des problémes plus
généraux et souvent trés classiques. Chaque probléme ou exercice fait I'objet d’une
correction suffisamment détaillée pour permettre un travail parfaitement autonome
de I'é¢tudiant du Master au Doctorat.

Les deux premiers chapitres sont concus pour amener le lecteur & se familiariser avec
les notions mathématiques essentielles de géomeétrie différentielle et de calcul tensoriel.
De nombreux points de vocabulaire sont introduits, et I’espace-temps est présenté et
étudié dans le cadre plus général des variétés pseudo-riemanniennes.

Le troisiéme chapitre met ’accent sur le probléme récurrent de la mesure du temps,
des distances et des énergies par un observateur plongé dans un espace-temps courbé
par un objet massif, ou bien artificiellement accéléré au cours d’un voyage spatial.
Le probleme pratique des systémes de géolocalisation est abordé, tout comme celui
de la gravitation en champ faible faisant le lien avec la gravitation de Newton.
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Les chapitres quatre et cinq abordent 1’étude de ’espace-temps au voisinage des deux
principaux types de trous noirs observés dans I'Univers que sont les trous noirs & symé-
trie sphérique, sans rotation ni charge électrique, appelés trous noirs de Schwarzschild,
et les trous noirs en rotation mais dénués de charge électrique que ’on nomme trous
noirs de Kerr. Le formalisme 31, utilisé de nos jours dans de nombreuses publica-
tions, est présenté au lecteur.

Le chapitre six propose une introduction a I’étude des ondes gravitationnelles, depuis
la linéarisation de ’équation d’Einstein jusqu’aux conséquences pour la perte d’énergie
d’un systéme binaire d’objets compacts.

Dans le chapitre sept, on introduit le tenseur énergie-impulsion et le tenseur
champ électromagnétique. Divers exemples, comme les célébres équations de Tolman-
Oppenheimer-Volkoff, permettent de découvrir leur utilisation dans le cadre de I'hy-
drodynamique et/ou de I'électrodynamique relativiste. Le formalisme 341 est de nou-
veau abordé et nous conduit & la projection des équations d’Einstein et des équations
de Maxwell. Enfin, une construction du champ électromagnétique dans la magnéto-
sphére d’un trou noir de Kerr est destinée a préparer le lecteur a ’étude du processus
de Blandford-Znajek.

Dans le chapitre huit, c¢’est une présentation du role de la relativité générale dans la
cosmologie moderne qui est proposée au travers d’une série d’exercices et de problémes
dont certains sont issus du cours donné par Francois-Xavier Désert en Master 2,
a I'Université Joseph Fourier de Grenoble.

Les notations utilisées, les définitions et les relations fondamentales de la relativité
générale sont regroupées dans un formulaire placé en fin d’ouvrage permettant a
I’étudiant d’avoir un apercu synthétique des bases de la théorie.

D. Gialis
14 juin 2013

Avertissement — Au début de chaque probléme, des lettres indiquent le niveau de
difficulté : [M] signifie accessible dés la premiére année de Master, [MD] signifie ac-
cessible aux étudiants en fin de Master et plus, et enfin, [D] est réservé aux problémes
les plus difficiles de niveau Doctorat.

Notations — La sommation associée aux indices est faite selon la convention
d’Finstein. En revanche, le type de lettres (latines ou grecques) pour l'écriture des
indices et la correspondance au type de coordonnées (spatiales ou temporelles) varient
selon les problémes.
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[MD] W EXERCICE 1.12

Courbes auto-paralléles — Soit une variété pseudo-riemannienne munie d’un sys-
téme de coordonnées {z#} et dont la connexion est sans torsion. On considére
une géodésique paramétrée affinement par .

1 — Soit ) un paramétre quelconque tel que )N = f~1(\), avec f un
C'-diffeomorphisme. A quelle équation obéit z#(X')? A quelle condition x#()\')
vérifie I’équation des géodésiques ?

2 — Soit une courbe C de paramétrage quelconque X' tel que x#(\') vérifie ’équa-
tion des courbes auto-paralléles

A%zt " dz¥ dz® dat

_ A
d\2 T va dx dx ( )d)\”

avec f un C'-difféomorphisme. Montrer que C est une géodésique.

» SOLUTION

1 — La géodésique a pour équation

RIS " da? dx® B

D e Tan

Comme X = f~1()\), on peut écrire

dzt ., dz*

TR

d2z+ ,, dat d2a#
_ )\/ R / )\/ 2%

IV PNty 2 | dz¥ dz®
% [f(k)—dA]Hf(A)) [ s, 4 —dAy
c’est-a-dire

A2zt dx¥ dz® dxt
n I £
dN2 T d)\ dN FIX) F1N) d\

On retrouve donc 'équation des géodésiques si f”(N) f/(\) = 0, soit f(N) =0
(puisque f'(\) # 0). Ainsi, la condition recherchée est que A’ soit aussi un paramétre
affine : X = a XA+ b avec (a,b) € R* x R.

2 — Effectuons un changement de paramétre en posant o = g(\), avec g un
C!-diffeomorphisme. L’équation de la courbe auto-paralléle devient

d2aH dz¥ da® da# dzt

i - 7(y\)2 =V — NN
D | () + 0" (V) = JX) g (V)
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et x# (o) vérifie Péquation des géodésiques si
g"\)=f\N)g\N).

Cette condition équivaut a

d(lng'(N)) _ /v
v f\),
c’est-a-dire
g'(N) = Aexp flz)dz|
Ao

A/
g()\’):oz/ g (z)dx + B,
A

0

avec (A, B) € R* x R. Ce changement de parameétre montre donc que toute courbe

auto-paralléle est assimilable & une géodésique. Le paramétre o ainsi défini est un
parameétre affine.

B EXERCICE 1.13

Géodésiques nulles — On considére une variété pseudo-riemannienne munie
d’un systéme de coordonnées {z*} et d’un tenseur métrique de composantes
covariantes g,,. Une géodésique est dite nulle si, en chacun de ses points,
guv dzt dz¥ = 0. Dans ’espace-temps, les géodésiques nulles représentent les tra-
jectoires spatio-temporelles des particules de masse nulle comme les photons.

1 — Déterminer ’équation des géodésiques nulles lorsque les composantes cova-
riantes du tenseur métrique sont constantes.

2 — En déduire ’équation des géodésiques nulles dans un espace-temps de Min-
kowski, c’est-a-dire tel que g;; = —d;;, pour (4, j) € [1,3]?, et goo = 1.

» SOLUTION

1 — Lorsque les composantes du tenseur métrique sont constantes, les symboles de
Christoffel sont tous nuls. L’équation des géodésiques est simplement

d2z

ds? =0,

avec s un paramétre affine. En intégrant, on obtient : z# = a* s + b, avec a* et bV
les composantes contravariantes de deux vecteurs constants. Comme g, dz* dz” = 0,
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on a g, ata” = 0. En remplacant a* par (1/s) (z* — b*), I'équation des géodésiques
nulles peut s’écrire

Guv (2" =) (2 = b") =0.
2 — Pour un espace-temps de Minkowski, I’équation précédente devient
(.’EO o b0)2 o (.’El o b1)2 o (.’E2 o b2)2 o (ZL’3 o b3)2 =0.

Cette équation est celle d'un cone de lumiére en relativité restreinte (figure 1.3).

Futur de M

de genre temps

vecteur de genre lumiere

vecteur de genre espace

Passé de M

Figure 1.3 — Représentation d’un cone de lumiére et des différents genres de vecteurs,
dans un espace-temps de Minkowski ot I'on a supprimé une des trois dimensions
d’espace.
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[D] W EXERCICE 2.14

Tétrades et tenseur de Riemann — Soient £, un espace-temps muni d’une mé-
trique dont la signature est (+,—,—,—), et Ths(E) lespace tangent a £ en un
point M. On appelle tétrade ou champ de bases, tout ensemble de quatre vecteurs
{€e(a) }ac[o,3) défini en un point M de &, et formant une base de T (E), telle que,
pour tout (a,b) € [0,3]?, on a

€(a) * €(b) = Tab>

avec (1) une matrice symétrique constante, dont la matrice inverse sera notée
(nab). Ainsi, une tétrade sera dite orthonormée lorsque nog = 1, et 19ap = —dap,
pour a # 0 ou b # 0.

Remarque : les étiquettes ou indices entre parenthéses obéissent a la convention
d’Einstein dans les équations.

1 — Que représente le vecteur ey d’une tétrade orthonormeée lorsque celui-ci est
tangent a la ligne d’univers d’un observateur placé en M 7

2 — A titre d’exemple, former une tétrade orthonormée en utilisant les vecteurs
de la base naturelle associée aux coordonnées sphériques dans un espace-temps
de Minkowski.

3 — Soit {e(a)}ae[[073]] la base duale associée a une tétrade {e() }aec[o,3]-
(a) Dans un systéme de coordonnées {z*},c[o,3], montrer les relations suivantes

entre les composantes covariantes des vecteurs de la tétrade et de sa base duale :

e =" ey,
€y = Nab €y,

(b) En déduire que les composantes covariantes du tenseur métrique peuvent
s’écrire
— a b
Guv = Nap e ).
4 — Exprimer les composantes covariantes et contravariantes d’un vecteur V dans

la tétrade en fonction de ses composantes initiales v* et v,,.

5 — On définit les coefficients de rotation de Ricci, notés vape, par
Yabe = €(ayu; v €(r) o),

avec la notation : e() . = Vie(a)u-

(a) Montrer que ces coefficients sont antisymétriques par rapport a la premiére
paire d’indices.
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(b) On définit la dérivation, suivant la direction a, d’'un champ scalaire ¢ par
b, (a) = €(a) O

Montrer que les composantes covariantes du tenseur de Riemann dans la tétrade
YA g a _ pad
peuvent s’écrire, avec la notation v%,. = 7*® Yape,

Ra)(b)(c)(d) = Yabe, (d) — Vabd, () T Yabe (Yea — Vae) + Yaee Yoa — Yaed Ve

(c) On définit les quantités Agpe PAT Aabe = Yabe — Yach- Montrer que les compo-
santes covariantes du tenseur de Ricci dans la tétrade sont

1 C C C C C
Rayw) = 3 ()‘ab (o) T A’ (o) T A%, 0) T A%, (@) TA % Acda

1
2, Adea = 5 2 Nacd + N Ao+ N M)

» SOLUTION

1 - Le vecteur e(g) est colinéaire au quadri-vecteur vitesse u de 'observateur. Comme

€(0) - €(0) = 1, on a donc

1
e(o) = E u.

Il représente donc la quadri-vitesse normalisée de 'observateur. L’espace vectoriel
orthogonal & e(gy, et dont une base est {€(a)}ac[1,3], €st appelé espace local de repos
de l’observateur, ou encore espace absolu.

2 — Dans un espace-temps de Minkowski, de signature (+, —, —, —), les vecteurs de la
base naturelle associée aux coordonnées sphériques {t, 7,0, p} sont tels que les carrés
de leurs pseudo-normes s’écrivent

3]
Il

7]_’

= —r? sin? 0,

r

I

5155t:1a 5”’.

- o ) -~
0p - Op = —17,

©
A

avec les pseudo-produits scalaires 5; - 5; =0 sii # j. Une tétrade orthonormée peut
donc étre définie par les vecteurs

—

e = 0O, ey = O,
1 -
r sin @ D

1>
e = % Cp) =

On notera que la tétrade obtenue n’est pas une base naturelle (ou base coordonnée).
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3(a) — Par définition de la tétrade : e‘(‘c) ey = Meb- En multipliant cette égalité
par 7%, on a e’(‘c) na® ey = n®ne = 0%. Or, par définition de la base duale,

e’{c) e,(f) = 02. Donc, par identification des deux derniéres relations,

e = 1" ey
De la méme facon, on a : e(®# eLb) = 1 implique e(©"n,, e,(f) = N = 0c, et
ele)n €(ayu = 0, donc

€(ayu = Tlab €}y

Ces résultats sont importants car ils montrent que la matrice (1,p) sert a abaisser ou
relever les étiquettes des vecteurs de la tétrade.

3(b) —On a eff) = Guv e(@¥ donc en multipliant cette égalité par €(a)x; ON obtient

G € €(ayx = eayn €t

avec e(®V €a)x = 0%, et e(a)r eff) = Nab eg\b) eff), d’aprés ce qui précéde, c’est-a-dire,

b
Gux = Tab el(ta) eg\ )~
Autrement dit, la métrique peut s’écrire

ds® = nap eff) ef,b) dz dz”.

4 — 11 suffit d’exprimer le pseudo-produit scalaire de deux maniéres : d’une part,
Ve = v e - e@) = vp) o = () »
et d’autre part,
V-e@) = vuefe) 0" Oy = v efy) O = vy,

donc on déduit v,y = vy, e’{uz. De la méme facon, avec le pseudo-produit scalaire
V - e® on trouve v(® = ¥ e,f). Ces relations se généralisent aisément aux tenseurs
d’ordre quelconque.

5(a) — Par définition, V,m, = 0, ¢’est-a-dire
Vo [%)u 6’(2)} = Ve ) T en V(e = 0;

donc V,ew), ef‘a) = fef”b) Vie(ayus €t Yabe = —Vbac-

5(b) — Par définition du tenseur de Riemann 8,

(V)\ Vl, — Vl, V)\) 6(u)u = e‘(fa) Rgl“,)\.

8. ala convention de signe prés.
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D’aprés les résultats précédents,

v A o
€ty €(e) €(a) €(a) Blonvx = Ry (0)(@)»

donc finalement
Ria)b)(e)(d) = €y €(e) €ty (VA Vi = Vi Vi) €(a)-

Par ailleurs, en introduisant les coefficients 745, on a par exemple V,e«), =
(@) ()

Yaij €5 €v°, puis en dérivant encore une fois,
Va Vet = i) € Varaij +Yaij Va (ef)) €)
= eff) 6,@ Vi Yaij + Vaij [e(yj) Va 6,(? + 6,(? Va 69)] ,
avec Vi Yaij = O\Vaij, PUisque 74;; est un champ scalaire, et donc
efbb) 6l(’c) 6f\cl) 6,(;') e(uj) Vi Yaij = Yabe, (d)-
Enfin, on a les relations suivantes :

(k)

i (m)
mk ep, e)\ )

Vael = 0™ Ve = 0" Ynmk €™ ef\k) =

Va ef,j) = ’ijk el(,m) eg\k),

ce qui implique
Vaij e,{b) el(’c) e?d) 69) Vi ef}) = Yaic ’Yibd 5
Vaij €(p) €(e) ety i) Vel =abj Vg -

En permutant les indices A et v pour exprimer le terme contenant V, V e(,),, on
détermine facilement les composantes du tenseur de Riemann :

R{a)(b)(e)(d) = Yabe, (d) — Vabd, () T Vabj (Yeq = Viae) + Yaic V'ba = Yaid V-
5(c) — Par définition du tenseur de Ricci : Rpya) = 1% Ra)(b)(c)(d)- On remarque

également que Ygpe = % (Aabe + Abea — Acab) €t Aabe = —Aach. Aprés quelques manipu-
lations d’indices, on trouve donc

1
Rayw) = —3 (Aabc, (© T A0’ () T Nea, 0y T Nab, (@) T A Acda

1
+ X Adca — 5 A Xacd + Aog Aap” + A% )‘bud) .

I¥" Références bibliographiques : [8], [12], [17].
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[MD] M EXERCICE 2.15

Dérivée de Fermi-Walker — Dans un espace-temps £, muni d’un systéme de
coordonnées {x#} ot 2° est la coordonnée temporelle, on considére un observa-
teur O dont la ligne d’univers £, d’équation z#(7), est paramétrée par son temps
propre T.

1 — On définit le quadri-vecteur vitesse unitaire u, de I'observateur O, par ses
composantes contravariantes : u* = (1/c¢) da*/dr. Montrer que le quadri-vecteur
accélération unitaire a, défini par a = Vyu, est tel que a-u = 0. Quelle est la
condition sur £ pour que le quadri-vecteur a soit nul ?

2 — On suppose que & est munie d’une métrique dont la signature est (+, —, —, —).
Soit v un champ vectoriel sur €. La dérivée de Fermi-Walker de v le long de la
ligne d'univers £ est le vecteur DEWv, défini par

DIVv=V,v+(a-v)u—(u-v)a.

Remarque : pour une signature du type (—, +, +,+), on trouvera plutot la défi-
nition suivante : DEVv = Vyv 4 (u-v)a— (a-v)u

(a) Montrer : u-v =0 = u-DiWv =0.
(b) Exprimer DEWu pour un observateur O inertiel.

(c) Soit w un champ vectoriel sur £. Montrer que si DEWv = 0 et DIfWw = 6,
alors v - w est constant le long de L.

3 — Soit {e(y)}.e[o,37 une tétrade orthonormée (voir exercice page 67) associée
a l'observateur O telle que egy = u. On admet que tout champ vectoriel v(7),
défini en chaque point de £ et de composantes v (7) dans la tétrade, obéit a
I’équation

dv*

Vuv:ge(u)+(u~v)af(a~v)u+ﬁxv, (2.9)

dans laquelle 'opération x désigne un produit vectoriel dans ’hyperplan ortho-
gonal au vecteur u, et & le quadri-vecteur rotation de I'observateur O.

(a) A quelle condition DEWv est égale a la dérivée par rapport a Pobservateur O,
c’est-a-dire (dv* /d7)e(,) ?

(b) Que devient I’équation (2.9) pour un observateur O inertiel 7 Comment s’écrit
I’équation d’évolution des vecteurs de la tétrade dans le systéme de coordon-
nées {zH}?

4 — Soient Thr(£), espace tangent a € en un point M, et Py, 'application linéaire
définie par

PutTM(E —
v — v—(u-v)u
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(a) Montrer que P, est un projecteur, et exprimer ses composantes mixtes PH
dans la base naturelle associée a {z*}, en fonction des composantes de u.

(b) Montrer que si v est un champ vectoriel orthogonal & u, alors

DEWVY = Py (Vav).

» SOLUTION
1 — Le produit scalaire s’écrit simplement
1
a-u=Vyu-u= ivu(u-u)zo7

puisque, par définition, u-u = 1, en supposant que la signature de la métrique est
(4, —, —, —). Par définition encore, si £ est une géodésique, alors le quadri-vecteur u
est transporté parallélement & lui-méme le long de £, ce qui se traduit par Vyu = 0,
donc a = 0.

2(a) — En supposant que u - v = 0, le produit scalaire s’écrit
u-DEWy =u-[Vyv+(a-v)u— (u-v)a
=u-Vyv+(a-v)u-u
=Vu(u-v)—v-Vyu+a-v
=0.
La dérivée de Fermi-Walker ? préserve donc 'orthogonalité.
2(b) — Pour un observateur inertiel, c’est-a-dire lorsque £ est une géodésique, a = 0
et Vyu = 0 implique DEWu = 0.
2(c) — 11 suffit de montrer que la dérivée du produit scalaire v - w suivant u, qui est
tangent a L, est nulle :
Vulv-w)=Vuywv-w+v- -Vyw
=[DiVv+(u-via—(a-v)ul - w+v: [DEVw+ (u-w)a—(a-w)u]
=u-v)la-w)—(a-v)(u-w)+(u-w)(a-v)—(a-w)(u-v)
0.

3(a) — L’équation (2.9) se réécrit :

do*
DEWy = dUT e +d x V.

9. appelée aussi transport de Fermi.
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Pour & = 0, c’est-a-dire pour un observateur qui ne subit aucune rotation spatiale
dans ’hyperplan orthogonal a u, on a donc

do*
FW
D = ? e(u).

3(b) — Pour un observateur inertiel, a = 0 et @ = 0, ce qui implique que la dérivée
absolue est égale & la dérivée selon I'observateur :

do#

Vuv = ? e(u).

Pour les vecteurs de la tétrade, on déduit donc
Vue(,) =0,
ou encore, avec {ey} la base naturelle et e(,) = ef‘u) ey,

A
de( )

ul =
dr aﬁ e(ﬂ) =0.

Autrement dit, les vecteurs de la tétrade sont transportés paralléllement le long de la
géodésique de 'observateur.

4(a) — Tout vecteur v de T/ (€) peut se décomposer en la somme d’'un vecteur v,
orthogonal & u, et d'un vecteur v, parallele & u. Comme u est unitaire, on a donc
Pu o Pu(v) =PuoPu(ve +v))
= Pu [Pu(vi) + Pulv))]
=Pu [vl —(u-vy)utv— (u~VH)u]
- Pu(v) )
ce qui montre que P, est un projecteur orthogonal sur 'hyperplan qui est normal

a u, c’est-a-dire 'hyperplan défini par les directions spatiales du référentiel de repos
de l'observateur. Ces composantes mixtes s’écrivent, dans la base naturelle,

P =68 —utu,.

4(b) — Si v est orthogonal a u, alors

DIWy = Vv + (Vau-v)u
=Vuv+[Vu(u-v)—u-Vyv]u
=Vuv—(u-Vyv)u
= Pu(Vuv).

IS" Références bibliographiques : [5], [15], [16].
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[D] W EXERCICE 2.16

Hypersurfaces de I’espace-temps — Soient £ un espace-temps muni d’une mé-
trique g de signature (—,+,+,+), sans torsion, et Tjs(E) Pespace vectoriel
tangent a £ en un point M Une hypersurface de € est définie comme l'image
par un homéomorphisme ® d’une variété pseudo-riemannienne de dimension 3.
Soit % une hypersurface de € telle que 'on peut définir un systéme de coor-
données {x"},,c[0,3) sur € qui, & tout point M de ¥ = ®1(X) de coordonnées
(2,22, 23), fait correspondre un point M de ¥ de coordonnées (0,z!, 22, x3).
On choisira 2° comme coordonnée temporelle. La métrique v induite sur 3, appe-
lée aussi premiére forme fondamentale de ¥, est alors définie par : V(i, j) € [1, 3],
Yij = 9ij-

1 — Quel est le genre d'une hypersurface X ainsi définie ? Quelle équation car-
tésienne admet ¥ au voisinage d'un point M de coordonnées (0, !, 2% 23)?
En déduire un vecteur unitaire 7 orthogonal & l'espace vectoriel tangent Tz (X)
a Y en M, et montrer que ce vecteur est de genre temps.

2 — Quelles sont les composantes mixtes, dans la base naturelle, du tenseur P as-
socié au projecteur orthogonal P de T (&) sur Ty, (X) parallélement & Vect(77) ?
En déduire les composantes covariantes. Quel est le lien avec le tenseur mé-
trique vy ?

De la méme fagon, on définira le projecteur orthogonal P* de T%,(€), dual de
T (E), sur T},(X), dual de Ty (X), parallelement & Vect(n), n étant la forme
linéaire associée a 71 par dualité métrique (voir exercice page 8).

3 — Un tenseur T est dit tangent & X si, par définition, T(...,7,...) = 0, ou
T(...,n,...)=0.

(a) Montrer que P est un tenseur tangent a 3.

(b) Soit T un tenseur de type ( ) Montrer que le tenseur PT dont les compo-
santes sont définies par

PT#y e =P . PHr PP PP T R
est un tenseur tangent a 3.
(c) Exprimer PT en fonction de T, P et P*.
4 — On définit 'endomorphisme S de T/ (X) tel que
S:Ty(X) — Tu(®)
u +— Vgn.

Vérifier que S() appartient a Tps(2), et montrer que S est auto-adjoint c’est-a-
dire que, V(@,7) € T3,(%), g(@, S(7)) = g(S(), ?).



Chapitre 2 — Géométrie et calcul tensoriel 75

5 — On définit le tenseur de courbure extrinséque de X (appelé aussi seconde forme
fondamentale de ), noté K, par

K*:Ty()? — R
(@,7) — K(P(q), P(v)).
On notera ®*, lapplication qui & un tenseur (ou forme multilinéaire) T agissant
sur Y associe T*, ’extension de T sur &.

(a) En posant @ = V771, montrer que les composantes covariantes de K* s’écrivent

*
K/w =—V.n,—a,n,.

(b) En déduire que K* = —PVn, et déterminer la trace de K*.
(c) Montrer que K* est symétrique.

6 — Pour tout champ tensoriel T défini sur X, le tenseur dérivée covariante DT
de T, relatif a la connexion de Levi-Civita D définie sur 3 c’est-a-dire relatif a la
métrique vy, est tel que

*(DT) = PV [@*(T)] ,

avec V la connexion de Levi-Civita sur £.

(a) Ecrire les composantes (D*T*) ", de D*T*, avec D* = PV et T un tenseur
de type (}), en fonction des composantes de VT™*. Que devient cette expression
pour un champ scalaire f? Et pour un champ vectoriel 7

(b) Montrer que, V(i, 7) € T2,(%),
D7 = Vo + K(&,5)7,

ol 'on a identifié K a son extension K*.

» SOLUTION

1 - Si la signature de la métrique g est (—,+, +, +), alors celle de la métrique v est
(+,+,+). Pour tout vecteur ¢ de 'espace vectoriel tangent Tj/(X) & ¥ en M, on a
donc g(v, ¥) = ;0" v/ > 0, et ¥ est de genre espace. Autrement dit, 'hypersurface ¥
est de genre espace. Une représentation paramétrique quelconque de ¥ peut étre
définie en posant : V(u,v,w) € R, 2°(u,v,w) = 0, 2% (u, v, w) = u, 2%(u,v,w) = v, et
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23 = w. Ainsi, une équation cartésienne de ¥ au voisinage de M peut s’écrire

20zt 22 2) = 0.

Un vecteur orthogonal a Ty (X) est donc défini, en tout point régulier M de X,
par le gradient VvV, de composantes contravariantes g" 9,2, dans la base naturelle
{5M}u€ﬂ0,3ﬂ (associée au systéme de coordonnées {x"},,c[0,37). L'hypersurface ¥ étant
de genre espace, ce vecteur est de genre temps : en effet, si 50 n’est pas nécessairement
orthogonal aux autres vecteurs de la base naturelle, le vecteur A est, par définition,
orthogonal aux vecteurs 8_; pour 4 € [1, 3], puisque ces derniers forment une base de
T (X). Dans un voisinage de M, on peut toujours définir des coordonnées localement
cartésiennes et donc former une base naturelle orthonormée {€,},co,31, telle que

{€i}ieq,3) soit une base de T/ (X). Dans cette nouvelle base, Va0 est colindaire & ép,
et le tenseur métrique est tel que les seules composantes non nulles sont ggo = —1, et
g11 = g22 = g33 = 1 : on a donc g(ﬁxo,ﬁxo) < 0. Ainsi, un vecteur unitaire 7, lui
aussi de genre temps, peut étre défini en normalisant \VZ pose

- - -1/2 .
i = —g(VxO,VmO)] val,
et 'on a bien g(,7) = —1.
2 — L’espace vectoriel Tj;(E) se décompose en somme directe orthogonale selon la
relation : Tps(E) = T (X) ® Vect(7i). Le projecteur P est tel que Vo' € Tps(E), on a
P(0) =0+ g(n,v) 1,

le signe + étant directement di a la signature de la métrique. On retrouve bien que
P(7) = 0. Les composantes mixtes du tenseur P associé a P s’écrivent

TR 1) I
Pt =6", +ntn,.
On en déduit les composantes covariantes :
P = gu +nun,.

Le tenseur P permet de définir une extension v* du tenseur métrique v dans l’espace
Ty (&) de la fagon suivante :

W*ZTA{(5)2 — R
(@,7) — ~(P(a),P(0)).

Autrement dit, comme y(P(«), P(V)) = g(P(&), P(7)) et que PoP =P (ce qui équi-
vaut a P¥ P%, = P* ), on peut aussi écrire : V(u,v) € [0,3]?, v, = P%, P8 gap =
P,,, ou encore v*# = P* . En identifiant v et v*, on peut dire que le tenseur métrique
v est égal au tenseur P. Néanmoins, dans la suite de cet exercice, nous continuerons a

utiliser P et ses coordonnées pour garder a l'esprit le fait qu’il s’agit d’un projecteur.
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3(a) — Par définition, Vi € T (E),
P(7i, 1) = g "' u” +nyun, n" v’ = g(ii, @) — g(i, d) = 0.
3(b) — Pour simplifier I’écriture, regardons ce qui passe pour un tenseur T de type (1)

En notant {e,},cqo,37 et {€"},c[0,3], respectivement une base naturelle de T/ () et
sa base duale, on a

PT(., 1) =PT", <e",i> e,
= P, PBV C‘B n"e,,
et comme PP n' = (6°, + n®n,)n" = n® —n” =0, on trouve PT(-,7) = 0. La gé-
néralisation & un tenseur de type (f;) est immédiate.

3(c) - Vu € Ty(E), u se décompose dans la base {ﬁ,(’i}ie[[l’gﬂ de la fagon sui-
vante : @ = u' 52 + A7i. De méme, Yw € T%,(£), on peut décomposer w dans la base
{n, 0"} 3) - w = w; @' + A n. Par linéarité du tenseur PT, on écrit alors

PT(w, @) = PT(w; &' + X\* n,u’ 9; + A7)
PT(w; &', u' 9; + Ait) + X PT(n, u' J; + A\ i)
=PT(w; 0", u" 0;) + \PT(w; 9", 7)
PT(

puisque PT(n, u’ J; 4+ A M) = PT(w; 8%,7) = 0. Ainsi, la derniére égalité équivaut a
PT(w,u) = T(P*(w), P()).

4 — Par définition de S, on peut écrire

- S 1 I
- Vg = 3 Va(g(n, i) =0,
puisque g(7,7) = —1. Le vecteur S() est donc orthogonal & 7 et appartient a T/ (X).

De plus, on a

—

Or, comme 7 - ¥ =0, 71 - Vg0 =Vgz(ii-¥) —0- Vi = —0- Vgii. Enfin, on a
i - (U, 0] = ny(u” Vo' —o” Vyut)
=u” [Vy(nu,v") — o' Vyn,] — o [V (n,ut) —ut Vyn,]
=u"v" Vyn, —u’v" V,yn,

=urv” [Vyn, —Vn,],
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et comme 77 est colinéaire & Va¥ (voir question précédente),
Von, = Vun, =a [V,V,2° = V,V,2°,

en notant 7 = aVz?. Le tenseur de torsion étant identiquement nul (voir exercice
page 23),
V,V,2? = V,V,2" =0.

Conclusion, le seul terme restant étant v - Vzii, on a montré que
g(u, S(v)) = g(8(w), V).

5(a) — Par définition de 'extension du tenseur de courbure extrinséque, pour tout
(i,7) € Tar(€)?, on peut écrire

= —P(i) - Vp
- @

+
=@ Vi —(7-7) (G- a),

(
avec @ = Vi, et puisque 11- Vi = (1/2)Vz(7-7) = 0 pour tout vecteur ¢. Autrement
dit, par définition de la connexion, comme

- Vit = u, v” V,n!' = Vn(u, ),
on obtient
K'=-Vn—-—a®n,
avec a la forme linéaire associée & d. Les coordonnées covariantes sont donc

K;y =—-Vyn, —aun,. (2.10)
Remarque : comme ag = 0 et [n,] = (-,0,0,0), Kj, = K}, = 0.
5(b) - On a
(PVn),, = P*, PP, Vsng
= (0%, +n"nyu) (6%, +n"n,) Vna
=V, +n, n? Vgn, +n,n® Vyng +n%nn, n? Van®
= V,n, +n,n’ Vgn,
=V,n,+a,n,,
ce qui montre que K* = —PVn.

Remarque : par définition, K* est bien tangent a .

La trace de K* s’obtient en contractant les composantes K, avec les composantes
g"” du tenseur métrique :

Tr(K*) = g™ K, = V,n" +a"n,,
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avec a¥ n, =

Tr(K*) =

a -1 = 0. La trace de K* est donc égale a la divergence du vecteur 7 :
7.

Remarque : d’aprés les coordonnées de K*, on a également : Tr(K*) = v;; K/, avec
(i,7) € [1,3]*
5(c) — Comme K* = —PVn, la différence K, — K, s’écrit
K}, — K}, = P% PP Vgn, — P*, P% Vsn,
- Pau PB;L (Vﬁna - Vanﬁ)
=0 ,

puisque, d’aprés les résultats précédents, V,n, — V,n, = 0. Le tenseur K* est donc
bien symétrique.

6(a) — Par définition, D*T* = &*(DT), ce qui conduit &
(D*T*)auu = PN)\ PUV Pﬂoz ng*é.
Pour un champ scalaire f, ’expression devient simplement

(D" P = P* Vo f = (6% + 0 m,) V. f
=V,f+n"n,)V,f.

Enfin, pour un champ vectoriel ¥ = [v#], on a
(D*9)}* = D = P, P!y Voo’
=V, o' +n%n, Voot +ntng Vl,vﬁ
+ n%n, n* ng Vool (2.11)
6(b) — Pour tout (@, 7) € T2,(%),
(D) = u” Dot = u” P, P'; V, v’
— ua (6”3 + n'u nﬂ) Voﬂ/‘ﬁ

=u” Vv +ntu®ng Vao?,
avec u¥ P = u®, et ng V,v° = —v8 V,ng puisque 7 - ¥ = 0. Ainsi, on obtient
(DL = u® Vvt — nt u® P Vong,
ce qui, avec —u®v” V,ng = K(i, ¥), donne finalement

D% = Vi + K(id, §) fi.

IS" Références bibliographiques : [28], [31], [32], [17].
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[D] W EXERCICE 2.17

Equations de Gauss et Codazzi — Soient £ un espace-temps muni d’une mé-
trique g de signature (—, +, +, +), sans torsion, et Tjs(E) I'espace vectoriel tan-
gent & £ en un point M. Soient 3 une hypersurface de £, de genre espace, munie
d’une métrique induite v, et 7 un champ vectoriel unitaire et orthogonal a X..
On reprend les notations de ’exercice précédent, mais on notera D ’extension
sur € de la connexion de Levi-Civita sur ¥ (définie par rapport a «), telle que,
v(t, ) € T3, (%),
DV = V0 + K(u, V) 7,

avec K le tenseur de courbure extrinséque de X étendu a &£ et défini par
K = —P Vn. On notera K = K*,, avec i € [1, 3], sa trace relativement & .

1 — Montrer que les composantes mixtes du tenseur P, associé au projecteur
orthogonal P de Tjs(€) sur Ty (X) parallelement a Vect(i7), sont telles que

VuP% =V,n%n, +n%V,n,.

2 — Pour tout champ vectoriel ¥ = [v#] tangent & X, montrer que

DoDpv* = —Kop P\ n? Vou* — K# Kgy vt + PY, P°3 P*, V, V0.

3 — On définit le tenseur de Riemann relativement a la connexion D dont les com-

posantes R" vaf vérifient I'identité de Ricci telle que, pour tout champ vectoriel
¥ = [vH] tangent a 3,

(DaDg — DgDa) v* = R*, 50"

(a) Montrer I'équation de Gauss qui est
Pt P'y PV, P°\RF,,, =R\ s+ K, Kyg— K" Ko,

en notant Rf, , les composantes du tenseur de Riemann relativement a la
connexion V.
(b) En déduire les deux équations suivantes :

P, P’ Ry + Pop PPy n” R, . = Rap + K Kap — Koy K5, (2.12)

R+2R,, n*n’ = R+ K* - K;; KV

avec (i, j) € [1,3]?, Ry et Rap les composantes des tenseurs de Ricci associés res-

pectivement aux tenseurs de Riemann précédents, et R et R leurs traces associées
respectivement aux métriques g et .
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