
IntroductIon  
aux varIétés dIfférentIelles

nouvelle édition



Grenoble Sciences

Grenoble Sciences est un centre de conseil, expertise et labellisation de l’ensei-
gnement supérieur français. Il expertise les projets scientifiques des auteurs dans  
une démarche à plusieurs niveaux (référés anonymes, comité de lecture inte-
ractif) qui permet la labellisation des meilleurs projets après leur optimisation.  
Les ouvrages labellisés dans une collection de Grenoble Sciences ou portant la mention  
« Sélectionné par Grenoble Sciences » (« Selected by Grenoble Sciences ») corres-
pondent à :
 » des projets clairement définis sans contrainte de mode ou de programme,
 » des qualités scientifiques et pédagogiques certifiées par le mode de sélection (les 
membres du comité de lecture interactif sont cités au début de l’ouvrage),

 » une qualité de réalisation certifiée par le centre technique de Grenoble Sciences.

Directeur scientifique de Grenoble Sciences
Jean Bornarel, Professeur à l’Université Joseph Fourier, Grenoble 1
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�	 ����� 

��
�
���� f �*�
 ��� �	
;�
��
�  ��� 
&
����+ 
� 
 ����� �� ��
�0����� ���� Rm−1�
-
�	 
� #��	�+ 
� ����� Rm ���� �	
���� �
����	� ��
������+ �� 
� ���	
����+ �
�	 �
��
*�
���	 ������	� v ∈ Sm−1+ �� �	
;�
��
� pv ��	 ��
	�&
0
��� �� v ���� Rm�

-
�
�� Y = f(X)� -
�	 ��� �� 	���	�
��
� �� pv 4 Y �
�� ��;�
��*�+ �� #��� �� ��N� ���+
����� ��� �
���� x �� y ������
�� ���� Y + �� *�
���	

−→xy
‖−→xy‖

�
�� ����	��� �� v+ 
� ��

	� ��� v ������	������ ��� 4 �����0� �� �������
���
�

(x, y) �→
−→xy
‖−→xy‖ �� Y × Y \Δ ���� Sm−1+


S ��
� � ����0�� ��	 Δ �� ���0
���� �� Y � ����	'� �� �&�
	'�� �� ,�	� H�&�
�
	'�� ��)�I+ �� �"���� �� ���� v �'� ��� 2n < m− 1�

-
�	 ��� pv|Y �
�� ��� ����	��
�+ �� #��� �� ��N� F *
�	 �� �0�	� ��� F ��� v ������	�
������ 4 ��
�� �
�������
� ���0��� 4 Y H	���	��
�� ��� 
���� �� *�	��
� �������������
�� �� 

�����
� �	�
������I� ���	
����
��

Z = {(x, v) ∈ X × SN−1, v ∈ Tf(x)Y }.

?� *�	��� ��� Z ��� ��� �
���*�	���� �� �������
� 2n−1 �� X×SN−1 H*
�	 ���"�	
�
�
�$ �� 
&����	� �� .� ��	��
����	 pr2(Z) ��� �� ����	� ����� �'� ��� 2n < m�

y

x

x

v

������ ��
 	 ��� ���!������ ���� "���� ������)��� 
�� ���*��������

.� ���	��� 
� �	

���+ 
� *
�� ���X ����� ��� ����	��
� ����R2n �� �� ��
�0�����
���� R2n+1�



� − ������ ��� ������� ��  	� �3�

����� 4 ����	����	 �� ��	�
��	� ��� �
���0	
���� ���
	��� ���� ����
� *�
�
	��� 	����

�������� !�!8� 
�� ����.������� �������� ���� ���
�� ��������� ���� �� ���������
'��� ���� ��� ����.������� ��������� �� ���� ��� 0	
���� ������#� �
� k ��������
��������
��� 

!�������
���� A
��	
�� ��� 
	� ��� �� v1, . . . , vk �
�� k *�
���	� ������������+
������� �� Γ ��� 

� �����
�� ������	�� 4 

�N
����� �����	� ��� vi ��� ���
	�� ����
������
� *�
�
	��� E� �� ��N� �� *�	���	 ��� �
�	 �
�� 

���
� K �� E+ K ∩ Γ ���
���� ?� 

���'�� ��� vi �� ���  ��� �� E� ,
�� N �� �
	�� ��� ���

��� 4 
����  ����
5
��� �
���� ��� �
	��� ��	 �� ����
� *�
�
	��� �� �������
� ���� �
�� ����*�������+
�� �"���� �� C > 0 ��� ��� K ⊂ BN (0, C)� :�
	�+ �� γ =

∑k
i=1 pivi ��� ���� Γ+ 
� �

|pi| ≤ C �
�	 �
�� i+ �� �
�
 card(Γ ∩K) ≤ (2C + 1)n+ �� n ��� �� �������
� �� E�

9� 	�
��	
��� �� �
��	� ��	 	�
�		��
� ��	 n� ,
�� Γ �� �
���0	
��� ���
	��� !
��
*
�����0� 

���
� �� 0 �� 

������ ����� �
� 	� ��� ���������� �� Γ� ,� n = 1 ��
Γ �= {0}+ �� �"���� ��
	� �� v ∈ Γ �
� ��� �� �� *����	 � �
��� ��������+ ���
� ����
����
��	 �
����#� -
�	 x ∈ Γ+ 
� �
	��

x = nv + r avec n ∈ Z , 0 ≤ r < v.

:�
	� r = x− nv ∈ Γ+ 
� ��� ����� �
��� �� ��� �� r = 0.

,���
�
�� ���������� �� 	������� *	�� �
�	 n+ �� �
��	
�� ����� ��� *	�� �
�	 n+ 1�
5
��� Γ ��� ���
	��+ �� 

������+ ���� ����� ��� 	����� 4 {0}+ �� ������� �
� ��� v0 ��
�
	�� ��������� :�
	� �� ������
� �� Γ\Zv0 4 �� �	
��� Rv0 ��� ��	�
������ �
����*��
,��
� �� �"����	��� ��� ����� (wk) �� �
���� �� Γ \ Zv0 �� ��� ����� λk �� 	���� ������
���

lim
k→∞

‖wk − λkv0‖ = 0.

?� �
	�� λk = [λk] + μk+ �*�
 [λk] ∈ Z �� |μk| < 1/2+ �� 
� �� ��	� ���

lim
k→∞

‖(wk − [λk]v0)− μkv0‖ = 0.

:�
	� �
�	 k ����D 0	��� ��������� wk − [λk]v0) �� Γ \ Zv0 � ��� �
	�� ��	�
������
��#�	���	� 4 
���� �� v0+ 
� ��� ��� 

��	��	� 4 ��&7�
�&'���

,� p ����0�� �������
���
� �� �����0� �� ��
����� ��E ���� E/Rv0+ �� �
���0	
��� p(Γ)
�� E/Rv0 ��� ��
	� ���
	��� ����	'� ��&7�
�&'�� �� 	�
�		��
� �� �"���� ��� *�
���	�
f1, . . . , fk �� E/Rv0 ���� ���

p(Γ) =
k⊕
i=1

Zfi.

,
���� v1, . . . , vk ∈ Γ ���� ��� p(vi) = fi� :�
	�+ �� x ∈ Γ+ 
� �

p(x) =
k∑
i=1

nifi , �*�
 ni ∈ Z

�� ��	 �����

x−
k∑
i=1

nivi ∈ Re ∩ Γ = Zv0.



! − "����� �	��
����	����� �(�

9� �	
���� �
����	� ������ �� ��
�
	�&���� ���	� E �� E∗+ �
�� v �→ v� H��	
� �����
#��� ���
���	� ��� ����
�� ��� 


	�
�����+ *
�	 �� ��
��
� $��I� 9���
�
	�&���� ��*�	��
�� �
�� α �→ α�� 5�� ��
�
	�&����� �
�� ������ ��	 ��� 	�����
��

∀w ∈ E, v�(w) = 〈v, w〉 et 〈α�, w〉 = α(w).

?� �� ������ �� ��
�
	�&���� ���	� ������
� *�
�
	��� ��� 
&���� �� *�
���	� ��	 ��

�*�	� �� E �� 
���� ��� #
	��� ����	��������� �� ��0	� 1+ ��� �� �
�� �� �� �<�� #��
O
�� :���� ���� �� ����
� ��
������ �� 
�	
�����
� ���� 
&��� �� *�
���	� �� ������0	���
����� #
	�� ����	�������� �� ��0	� 1 �� �
�0 ����� 

�	 � �
�� ���" �
��
�� ����*��
������� A��� ����� 
���� ��	��'	� ���� <�	� ������ ���� �� 
�� 
S E ��� ���������� ��
����
� *�
�
	���� .��� ��	� �� ����� 4 �������	� ��	�
������ ��" *�	�����+ UU ��
	� ���
�� 
�	
�����
� ���� 
&��� �� *�
���	� �� ������ 4 ������ �� �� �
���� ������������	�
����� ���	���� 	������������ UU

-	
��
�� �� ��


���
� �
�	 �����	 �� ��
����� ����� #
�
��
� f ��	 �� ����
� ��
���
����� 5���� �� 
&��� �� *�
���	�+ �
�� ∇f + ����� ��	 ∇f = df ��

6�� ������
� 
��������+ �
������� �� �&7�����+ ��� �� ��*
�	 �� �� 
&��� �� *�
���	�
��� �� 
&��� �� 0	������ H
� ��	�*� ���� �
�������+ ���� �� ���0�0� ��� �&7��
����I�
5���� ������
� ��� �� #��� �� *�	��
� �
�	 ��� 
&���� �� *�
���	� ����� ������
�
���� ����	���� �� 0���	��� ��	 ��� #
	��� ����	��������� / ��� #
	�� ��##�	�������� α ∈
Ω1(U) ����� �
����+ 4 ������ 

�����
� �"��������� ��� #
�
��
� f ∈ C∞(U) ����� ���
α = df? .� *�	�� �� �&�
	'�� �� ,
&B�	D ��	 ������	*�	��
� ��� ��	�*���+ ��� 

�����
�
��
�����	� ���

∂iαj(x) = ∂jαi(x) ����� ��� �
���� x ∈ U �� i, j ∈ [1, n].

A��� 
���� 

�����
� ����� ��������� ��N������

�������� $��!� #�� R2 \ {0}� �� �������� �
� �� $������� f �� ��
��� C1 ����� ��� �

$���� ��$$����������

α =
xdy − ydx
x2 + y2

���� ��
�� � df  

5���� ��� 

�������
� �� ����� ���*��� /

#���� $��$� 2��� ����� ������ �
�
������ c : [a, b] → U ����� ��� c(a) = c(b) ��
����� $������� f ∈ C1([a, b], U) �� 
 ∫

c

df = 0.

!�������
���� �� ��N� �� 	���	���	 ���∫
c

df =
∫ b

a

n∑
i=1

∂if
(
c(t)
)
c′i(t)dt = f

(
c(b)

)
−f
(
c(a)

)
. �

!�������
���� �� �������� �� ��N� ������0	�	 α �� �
�0 �� 
�	
�� �� 
���	� (0, 0) �� ��
	�7
� 1+ ��	����	� ��	 c(t) = (cos t, sin t)+ 
S t ∈ [0, 2π]� ?� �	
�*� ���

∫
c α = 2π�



����
	�� #


�	����	
�� �	 ����
��	
���

(��� ������������

,� f ��� ��� #
�
��
� ����� *�	�� �� 	����� 4 ��	�*�� 

������+∫ b

a

f ′(t)dt = f(b)− f(a).

5�	���������+ 
� 	������� �� �
	�� ��� �� �
� ���� ��� ��*	�� #	��O���� 9�� ��0�
�
��"
�� ����������� �*�
 	���
� L#���������� �&�
	�� 
# 
��
����M+ �� ��� 	����� 
�� ��
��  
��� ���� �� 	���	� &
���0� ��" ���" �'	�� �� 
��
�� ����	������ �� ����0	�� ��
���������� L#
	���� �� 9�� ��DFK�B�
�M� 9� #
	���� �� ,�
C��+ ��� ��� �� 	������� ��*
�
�� 
� 
&����	�+ ��� ��� 0���	�������
� �� 
���� #
	���� ��" �������
�� ����	���	��� .���
�
��� ��  
� �"����� �� �������
� 
S ����� 
	���
� ����  
� ��
�
� ��� ���� ��N
���
��� �� ���
���	���
� ������<���

9� �
��� �� ����	� �� �� #
	���� �� 9�� ��DFK�B�
� ��� �� 

�*����
�∫ b

a

g(t)dt = −
∫ a

b

g(t)dt si a ≥ b.

5��� 	�*���� 4 ����0	�	 �
� ��	 �� ����	*����+ ���� ��	 �� ����	*���� 
	�����+ 
�����4���	�
�� ����	*���� 
S ��
� � 
&
��� ��� 
	�0��� �� ��� �"�	������ ,� I = [α, β]+ �� 7 � ���"

	�������
�� �
��� ���+ ���*��� ��� ��
� �	���� α 
� β 

��� 
	�0����

5���� 
���� ����	
&� F �����0� �� ������0	��� *�� 

��� ����	� 4 ������0	��� ��	 ��

 ;�� L
	�����M F ����� ���0�� �� 0���	�����	� G����+ �
�� �
���� ��	��� ����� �������
�
�	
������� ,�	 R �� 7 � ��� 
	�������
� ����	����+ �
���� ��	 ��
	�	�� 5� ����� ���� ��

�� ��� 

�	 �� ���� R2+ �<�� �� 
� �
�� ��� �	
����� 5� ����� ���� �� 
�� ��� ����
��
*�
�
	���� H�
�� �� �
�� 	�#�	
�� �
� ���4 �� �
��
� L��]*�M ��
	�������
�+ ��� �	�
���
��
��	
�� �
����� ���� �� ��
��
� 3��I� �� 7 � �� �����0� H����	������ 
 ��0�I ��	 ���
	�#�	��
�� 4 �� *�� ��
��������+ ������ ��� L�� ���� ��*�	�� ��� ��0������ ����� �
��	�M



��) ���������	�� 
�� �
�	
�
� �	��
����	�����

�
�	 
	�����	 ��� 
�	
���+ 
� �� L	'0�� ��� �	
�� �
�0��M H�� �� ���� �	
��� RI ��� �
���
��� 	��'	�� ���� ��	�
�� �� ������
� 4 �	
�� �������
��� 5���� ������
� ��� ���
���� ��
#�O
� �	'� ��������� ���� [,�*�	��'	�\I+ ����� ��� ���� �� ��	���	 
&����	� �� �� ��	���
LA�
������M �� [%�7�����\� !
�� 
� ��� ��
� ���� #��	� ��� 

���	�	 ��� 
	�������
���
5��� ��� ������	� ��	 ���"�����
� �� *�	����� �
�	 ���������� �� 
&
�" 

&�	��� ��
	����
����
� ��� ���
��� ��� 5���� ���
��� ����� ���� �� *
�	 L�"��	������������M� .� ����+
�� ����
����� �� ��� ��	 
� ��� ��	� �"�
�� ���� #
	��������� ���� �� ��
��
� 3��+ ��	
�
��� ��	#�
� 
	������ �� ������
� �����+ ����
�� 
	�����+ 
� ���� �����	 �� 
&��� ��
*�
���	� �
	��� �� �� #�O
� ���*���� / �� p ��� �� �
��� �� �� ��	#�
� �� Rp �� 	��'	�

	�&
�
	�� ��	�
� �� ���� ���0��� �� p+ np ��� �������� *�
���	 ������	� �
	��� �� p
4 �� ��	#�
� ��� ��� �� 	��'	� (Rp, np) �
�� ��	�
� ���� R3� 5��� ��� ���
��� �� �
�	 ��
	� �� �� A` ���+ 

��� ��������	� �� �0�	� 3���

������ ��� 	 	���� 
� �(����

K
�� 

����O
�� ��	 �� ���
����
� �� 
�� �	
 �'��� ��
	�������
�+ �*��� �� �����	 4
�� �&�
	�� �� ������0	���
� �	
�	����� �����

6� 	X�� ���
	���� 7 ��� ;
�� ��	 ��� ���
���� ��������� ����� *�	����� 5� �
�� 0	
��

�
�
 ��� ��	���� 

���
��� �
�� �� #	
���'	� ��� ��� �
���*�	���� �� 

�������
� 1
H�*������������ �
� 

���"�+ 

��� ���� �� 
�� ���� ����	*���� 

���
� �� RI� 9�
#
	���� �� 9�� ��DFK�B�
� �� 0���	����� �� 	�����O��� [a, b] ��	 �� �
����� 	�0����	
D �� �������
� n+ {a, b} ��	 �
�  
	� ∂D+ �� f ��	 ��� #
	�� ����	�������� α �� ��0	�
n− 1� ?� � ∫

D

dα =
∫
∂D

α,

�� 0	
� �� �	�*��� 

�������� 4 �����	 
�� ���" ��	���� 5���� 0���	�������
� ��0�
 � ��
#
	���� �� >	���F�������+ �� #
	���� ��?��	
0	���C�+ ��  ��� ������� �� #
	���� ��
,�
C�� �	�����
������+ 
���� ��� 

�
�	�� ��� ��	#�
�� 4  
	� �� ������
� �� �������
�
3 
S+ ��� �������+ �
�� *�*
���

9�����0	���
� ��	 ��� *�	����� �� �� #
	���� �� ,�
C�� �� ��	*��� ��� ��������� 4 *
�	
�� #�O
� ���� 

�
�������� ��� #
	����� ��� �
�� *��
�� �� 
���	� -
�	 ������	�	 
� #���+
�
�� ��	���
�� 
� 
&����	� ��	 ���" �����
���
�� �
�
�
0����� / �� L�&�
	'�� �� ��
 
��� 
&�*����M H�� ��&'	� S2 ����� ��� ���0�� �� ���� ���+ ���	����� ��� �
�� 
&���
�� *�
���	� ��	 S2 �������� ������� ��	�I+ �� �� �&�
	'�� �� E	
�B�	 H�
��� ������

���
� 

������ �����  
��� #�	��� ���� ������<�� � �� �
��� �"�I+ ��� �� ���
��	�
����� ���� �������	 �� �
�
�
0�� ��0� 	�����



$ − ��%������	� �� �%
��	� �� ����
 ���

: 

��	�	�
+ �� ���" 

�	 �� �
�� ����
���+ �
� �0�	�� ��00'	��� ��� �
��� ��	#�
� ���
� �
�	  
	� ����� ������� 	��

��	� �����	�� 5��� ���� <�	� �	�
��� ������

�������� '��&� #����� C �� C′ ���� ������� $������ �� R3� �� ���� Σ ��� ���$
��
�� ���� ������� C )� ������� ��� Σ∩C′ ��� '��� �� ��� ���� ���� x �� ��������������

TxΣ ∩ TxC′ = {0}.

*����
E(C,C′) =

∑
x∈Σ∩C′

orx(Σ ∩ C′),

�0 ���� 
 ���� orx(Σ ∩ C′) = +1 �� �
 ������� ����� �
�� �������� �� TxΣ �� �����
�
�� �������� �� TxC′ ��� ��� �
�� �������� �� R3� orx(Σ ∩ C′) = −1 ����� 

Σ

γx

x

C

C'

������ ��
 	 �� C = ∂Σ �� C′ ���� ��������� Σ ��������� C′
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��� ���� �� �	��*� �� �&�
	'�� �	��

�����+ �� ����*��� 4 Σ+ �
�	 
&���� x ∈ Σ ∩ C′+ �� ����� ������ Dx ��  
	� γx�
:�
	�+ �� ��������� ��� �<��� �
����
��+ �� �&�
	'�� �� ,�
C�� �� �� #��� ��� dω = 0,
�� *����

0 =
∫

(Σ\∪x∈Σ∩C′Dx)×C′
dδ∗ω =

∫
C×C′

δ∗ω −
∑

x∈Σ∩C′

∫
γx×C′

δ∗ω.

�
�

E(C,C′) =

∑
x∈Σ∩C′

E(γx, C′).

-
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� �	
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�������� �� x� :�
	�+ �*�
 ��� �
����
�� �� ��
�������
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� *�	���
��� �� ��0�� ���
� �
�� ��� ���

��	 ���  ��� orx(Σ ∩ C′)� �
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∫
C×C′

δ∗ω = IE(C′, C)
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 ������
� 1 �� 
&���� �
����+ �� D�	
 ������
� 1 4 ������	���	
�� 
&���� #�
� �� �� D�	
 ������
� −1 4 ������	���	 �� 
&���� �	<���
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�+ ������
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�	
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&���� ������"� �� �������
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� 1
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&��� *��� f + s− a� .� ��������� �
�� 
� ��� �	�
'��
����� ��� �� �&�
	'�� (���+ 
� *
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�� �� �������� 1
2π

∫
S Ωg �� ������ ��� �� �� ���	���� 	����������� ��	 S 8

�� �� ��������
∑
x∈Z(X) indxX �� ������ ��� �� 
&��� �� *�
���	� X H����
��

���*
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� 8
�� ��� �� �������� f + s− a �� ������ ��� �� �� �	���0�����
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�;�0��	 ��	 ��
�	
;�
��
� ���	�
0	��&���� iN ��&
�
0	��&�� t �→ at+b

ct+d � ?� �	
�*� �������
���
� �� S1

���� S1 ������ ��	

(x, y) �→

⎛⎜⎜⎝
2(ac+ bd) + 2(ac− bd)x+ 2(ad+ bc)y

a2 + b2 + c2 + d2 + (a2 − b2 + c2 − d2)x+ 2(ab+ cd)y
a2 + b2 − c2 − d2 + (a2 − b2 − c2 + d2)x+ 2(ab− cd)y
a2 + b2 + c2 + d2 + (a2 − b2 + c2 − d2)x+ 2(ab+ cd)y
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x2 + y2 + z2 − t2 = 0.
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[x, y, z, t] �→ (
x

t
,
y

t
,
z

t
).
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0'��� ���� �� ����	� �
�� �� #
	��

x2 + y2 − z2 − t2 = 0, ���� ����� XY − ZT = 0.

K
���� ��� X
Z = T

Y �� X
T = Z

Y + 
� ������ ��
	� ��� �����
���
� ����� f = (f1, f2)
�� Q ���� P 1R× P 1R �� �
����

f1([X,Y, Z, T ]) =
{

[X,Z] �
�	 (X,Z) �= (0, 0)
[T, Y ] �
�	 (T, Y ) �= (0, 0)

��

f2([X,Y, Z, T ]) =
{

[X,T ] �
�	 (X,T ) �= (0, 0)
[Z, Y ] �
�	 (Z, Y ) �= (0, 0)

�I ,� �� #
	�� ����	������ ��� �� �7�� (r, s) H�*�
 rs �= 0 �� ��
� *��� ��� Q �
�� �
�
*���I+ 
� *�	��� ��� Q ��� ����
�
	�&� �� ��
����� �� Sr−1×Ss−1 ��	 �� L �
� ��
�����
��� M (x, y) �→ (−x,−y)�

(<� -
�	 ��
�0�	 T 3 ���� R4+ ������ ��� L ���������	 M �� ��
�0����� (θ, ϕ) �→ (eiθ, eiϕ)
�� T 2 ���� C2 � R4� ?� �	��� ��	 �"�����

(θ, ϕ, ψ) �→
(
eiθ(1− cosψ

2
), eiϕ(1− sinψ

2
)
)
.
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