Chapitre G

Ajustement et validation d'un modéle

Soit une fonction de croissance déterministe y(z, P), P étant I’ensemble des parameétres supposés
constants sur le temps. Son ajustement a une série d’observations peut concerner en pratique deux
situations expérimentales tres différentes :

« mesures non destructrices : les observations peuvent étre réalisées sur les mémes «individus»
durant toute la durée du processus (dimensions macroscopiques d’une plante ou d’un organe, den-
sité optique d’'une méme culture cellulaire in vitro, par exemple), offrant la possibilité d’ajustements
soit individu par individu, soit sur les moyennes temps par temps ;

« mesures destructrices : 1’acquisition des données nécessite une suite d’échantillons différents (par
exemple poids, teneurs, diverses mesures physiques fines).

Examinons dans ses grandes lignes les problémes importants qui se posent dans ce travail d’adéqua-
tion, ceci étant un préalable a la comparaison ultérieure de différents modeles mis en concurrence pour
tel phénomene précis de croissance. D’une part quelques notions de base seront rappelées, concernant
les propriétés statistiques des échantillons de mesures et 1’essentiel des tests statistiques nécessaires
pour une bonne conduite de ’analyse. Il s’agit en définitive pour le modélisateur de s’assurer cor-
rectement de la qualité et de la validité de 1’ajustement obtenu avant d’en déduire des considérations
d’ordre biologique sur ce que peut lui apporter le modéele. La question générale de 1’estimation des
parametres sera présentée sous deux aspects pratiques. Examinée d’abord dans le cadre statistique
d’une régression, elle sera posée ensuite d’une maniere plus générale, hors toute hypothése probabi-
liste a priori, avec le recours a un algorithme itératif.

Ce sont la des problemes usuels de portée générale qui sont abondamment traités dans divers ouvrages
de statistiques ou de mathématiques appliquées auxquels le lecteur peut se référer, dont nous donnons
quelques références. Il nous semble néanmoins utile d’en donner ici un apercu servant de memento
pouvant guider et éclairer la démarche de modélisation au regard de 1’utilisation parfois un peu
aveugle de procédures informatiques dont peut disposer aisément le praticien biologiste alors que
s’impose toujours la nécessité de connaitre et respecter les conditions d’emploi de toute méthodologie
analytique.

G.1. Analyse statistique

G.1.1. Propriétés des échantillons

Rappelons les hypothéses usuelles suivantes (hors statistique non paramétrique) :
« indépendance des différentes mesures (nature aléatoire simple des échantillons) ;

« loi de probabilité des données : a chaque instant #; de mesure, les observations y;; suivent une loi
normale de Laplace-Gauss ;

o homogeénéité des variances d’échantillon (homoscédasticité).
Disposant d’échantillons de taille # (supposée ici identique pour tous les échantillons) nous nous réfé-

rons pour chaque temps #; d’une série chronologique de longueur p, au modéle stochastique classique
de base :
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Vi=ui+e; 5 j=L.,p 5 i=1,.,n
; est la valeur théorique (espérance mathématique E(Y;) de la population parente a ’instant 7)) et ¢;

les variables aléatoires associées. Les termes ¢;; sont des variables gaussiennes centrées de méme
variance 02 indépendante du temps : N(0,02).

Ces hypotheses sont a soumettre a divers tests statistiques classiques (par exemple test d’adéquation
du x2, tests de normalité de Kolmogorov-Smirnov et de Shapiro-Wilks, test d’homoscédasticité).

Soulignons que ce sont des hypothéses fortes pouvant ne pas correspondre aux caractéristiques des
observations empiriques. D’une part la loi de probabilité d’une variable en croissance varie souvent
au cours du processus, sa distribution pouvant passer d’une dissymétrie gauche a une dissymétrie
droite. D’autre part la variabilité¢ des observations fluctue elle-méme selon ’instant de croissance,
i.e. selon I’état physiologique de 1’objet mesuré. Nous avons donné des exemples sur ces questions
souvent négligées (voir chap. 21 du livre Biomathématiques de la croissance de R. Buis, fig. 21.1).

G.1.2. Régression polynomiale

Hors toute référence a un modele de croissance donné, i.e. sans hypothéses a priori sur I’équation de
vitesse, une premiere étude de cinétique peut faire appel au modele statistique univarié de régression
polynomiale :

Y=PyX) +e 1]

Pi(X) étant un polyndme de degré k de la variable explicative X. Celle-ci est ici le temps ¢ de chaque
série de mesures (temps supposé€ connu « sans erreur »), soit :

q
Y= Bptf+e 5 t=1,...p ; q<p-1 [2]

k=0
Par exemple avec deux instants de mesure (p = 2) nous retrouvons le schéma de la régression linéaire;

pour p = 3 nous pouvons obtenir un ajustement parabolique...

» L’estimation des coefficients de régression 5; de [2] est basée sur le principe des moindres carrés
qui fournit des estimateurs sans biais '. Cette méthode se propose de minimiser, pour tout temps 4, la
somme des carrés des résidus e; ou €carts entre valeurs observées y; et valeurs estimées

~ q p k
yi= 2 Brt
k=0
Les f; sont solutions du systéme d’équations répondant a la condition :

minS; =X ef=X(;~7)°
J J

o 95
c’est-a-dire : =~ =
b
» Le test statistique de signification globale d une régression consiste en une analyse de variance clas-
sique comparant la variance entre échantillons (entre « temps de mesures») (variance inter-groupes)
a la variance de nature aléatoire intra-groupes (dite «erreur expérimentale»). La statistique de test

F = 02101 /0%nira Calculée est a référer a la loi de Fisher-Snedecor en hypothése nulle 02 = 02nira-
L’analyse est conduite en test unilatéral de I’hypothése alternative simple 07 er > Oqtra-

» En pratique il convient d’optimiser le modele [2] en recherchant le degré ¢ minimal qui permet une
détermination statistiquement significative de la variation inter-groupes (a telle probabilité, ou risque

1 On peut considérer comme « pratiquement équivalente» 1’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance
(maximum likelihood) dont le développement implique le recours a des bases probabilistes, alors que la méthode des
moindres carrés est de portée plus générale.
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d’erreur). Divers logiciels de statistiques proposent des algorithmes de régression pas a pas (stepwise
regression). Nous noterons ci-apres une méthode simple de régression basée sur I’estimation de poly-
ndmes orthogonaux.

Régression sur polynémes orthogonaux

Le principe est de décomposer la variation inter-groupes a p — I degrés de liberté en p — / compo-
santes orthogonales. L’ indépendance de celles-ci permet de les soumettre chacune a un test en analyse
de variance par rapport a la variation résiduelle. En ne retenant que les composantes significatives, il
est ainsi possible d’optimiser la représentation par une régression polynomiale de degré ¢gal au degré
le plus élevé des composantes significatives.

Résumons cette méthode en écrivant le modéle sous une forme générale avec x pour variable expli-
cative (en cinétique ce sera le temps de mesure 7). Au lieu du modele classique [1] en x nous posons :

Y=Bo+B1&1+hré&+... = Zg:) &k
les composantes &, étant des polyndmes orthogonaux de degré successif de la forme :
Si=a;+x
S=ay+Pox+x° [3]
E3=a3+fix+ 3+

On déduit ensuite les sommes des carrés d’écarts sur les » individus et les p valeurs de la variable
explicative. Pour le détail des calculs pas a pas voir par exemple Mather (1965).

Schématisons la méthode de calcul a partir d’un exemple simple a 3 valeurs de la variable explica-
tive x en progression arithmétique (0, 1, 2). Soient ky; les valeurs de la composante &; pour les diffé-
rentes valeurs de x

kn=a1+x;skp=a1+x; kiz=a1+x3

En simplifiant par centrage > k;; =0, nous avons @;=—-x=—1, d’ou la série des coefficients

polynomiaux de &; : {—1, 0, 1}. De la méme maniére et en ajoutant une condition d’orthogonalité
nous avons pour la composante &, a un coefficient ¥ pres, la série {1, =2, 1}. Dans ce cas simple
on voit I’interprétation de cette décomposition. Le polyndme &; correspond a la tendance linéaire
définie par le contraste entre les deux valeurs extrémes, alors que &, oppose la valeur médiane aux
extrémes (€cart a la tendance linéaire).

En pratique, avec des contraintes expérimentales (les x choisis en progression arithmétique), on dis-
pose de séries de coefficients polyndmiaux publiées dans certains ouvrages de tables statistiques. Par
exemple, Fisher R.A. & Yates F. (1963).

Par le calcul des composantes &, I’analyse statistique revient ainsi a expliciter (p — /) comparaisons
indépendantes appelées contrastes, chacun étant basé sur une suite de ces coefficients polynomiaux.

Remarques

1 - Cette méthode est une application particuliere de recherche d’une courbe ou d’une surface signi-
ficative de réponse du type effet (concentration d’un ou plusieurs facteurs) (voir ouvrages usuels de
statistiques).

2 - 11 existe plusieurs types de décomposition en polyndmes orthogonaux, sujet bien étudié en mathé-
matiques (tels les polyndomes de Legendre, les polyndomes trigonométriques de Tchebychev, les séries
de Fourier). Ces derniers sont proposés par certains logiciels d’ajustement (curve fitting) (par exemple
TableCurve 2D ® de Jandel Scientific).
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Exemple - Reprenons les données publiées dans Mather (1965) sur la croissance pondérale de la
Tomate (sur 6 instants de mesure, p = 6). L’analyse porte sur le log des mesures (pour normaliser
la distribution). Les temps de mesure étant équidistants et notés de 1 a 6 (semaines), nous avons les
séries de coefficients polyndomiaux suivants (composantes en ligne, variable explicative en colonne) :

Composante Variable explicative
1 2 3 4 5 6
& -5 -3 -1 1 3 5
& 5 -1 -4 -4 -1 5
& -5 7 4 -4 -7 5
& 1 -3 2 2 -3 1
& -1 5 -10 10 -5 1

La figure G1 montre les ajustements fournis par les composantes linéaire, quadratique et cubique. Les
composantes de degré supérieur (4 et 5) n’apportent aucune détermination significative. On peut donc
retenir une régression polyndomiale de degré 3.

4
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Figure G1 - Croissance pondérale de la Tomate [d'apres Mather (1965)]
#: données (moyennes)

G.1.3. Qualité de I'ajustement : validation d’'un modéle

» Coefficient de détermination ou de corrélation

Ce coefficient exprime la proportion de la variance expliquée par rapport a la variance totale des
observations. Plutot que d’utiliser les sommes des carrés des écarts (on dit alors « coefficient de déter-
mination observé»), il est préférable de le calculer avec les variances estimées (i.e. tenant compte des
degrés de liberté en analyse de la variance). On précise « coefficient de détermination ajusté», soit :

~2 ~2
~2 _ Ptotale ~ OKsiduelle
o0~ = )
Oftotale
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(en réalité cette estimation n’est pas dépourvue de biais). Considérant que la régression polynomiale
a la nature d’une régression multiple, on parle également de coefficient de détermination ou de cor-
rélation multiple.

Ce coefficient ne fournit qu’une indication globale qui peut se révéler insuffisante. Une valeur élevée
peut en effet masquer des inadéquations locales que seule peut révéler une analyse des résidus.

» Analyse des résidus

En rapport avec les hypothéses préliminaires il importe de vérifier a posteriori les conditions de vali-
dit¢ de I’analyse, ce que I’on fait par une analyse statistique des résidus e ;= € ;. Résumons les points
essentiels.

Une premiere approche de la vérification des hypothéses initiales peut étre engagée d’abord avec
le tracé de 1’histogramme des résidus, pouvant montrer au moins la symétrie de leur distribution.
Ensuite le tracé graphique des résidus en fonction du temps peut déceler si leur distribution (ampli-
tude, répartition autour de leur moyenne de groupe, valeurs extrémes) semble conforme aux hypo-
théses d’homoscédasticité et d’indépendance.

Nous avons donné des exemples de distributions de résidus (voir par exemple la fig. 6.10 du livre
Biomathématiques de la croissance de R. Buis pour la croissance logistique de Lupinus, obtenue avec
le logiciel Table Curve 2D qui affiche a la fois les données, le lissage et les résidus). Autre précision,
on peut recourir a la représentation conjointe des observations, de I’ajustement et des limites de son
intervalle de confiance (voir fig. 19.2 du livre Biomathématiques de la croissance de R. Buis sur un
exemple de croissance cellulaire). Mais il reste généralement nécessaire de réaliser les tests adéquats
sur les résidus portant sur les points suivants :

« normalité de la distribution des résidus : voir les tests de normalité précédemment cités,
« homoscédasticité des résidus (test de Hartley),
« indépendance ou non-corrélation des résidus.

Notons en particulier le test de Durbin-Watson qui vérifie I’existence d’une autocorrélation entre
résidus successifs en posant le modele linéaire d’autorégression :

éj=péj_1 +v; , avecy; ~ ./\/(0,0‘»
Avec la statistique de test
A2 2
%: (€ jTEj- 1)
2

2.€j

J
on teste I’hypothése nulle 0 = 0. A noter que, comme pour toute analyse d’autorégression, ’efficacité
de ce test dépend de la longueur de la série.

En complément de ces tests il convient de vérifier si les résidus moyens des différents groupes pré-
sentent des valeurs relatives d’'un méme ordre de grandeur. Ceci est particulierement important en
début de croissance ou les résidus, faibles en valeur absolue, peuvent étre importants en valeur rela-
tive. Ceci montrerait une inadéquation locale du mod¢le, alors qu’un test global d’analyse de variance
pourrait conclure a une détermination significative. A titre d’exercice on peut vérifier que divers
exemples publiés en détail dans la littérature illustrent cette distorsion entre 1’interprétation résultant
d’un jugement statistique global et I’existence de défauts locaux qu’il convient de ne pas négliger.

G.2. Estimation des paramétres d’'un modele déterministe

Revenons a nos modeles déterministes autonomes de croissance et résumons les bases mathématiques
d’estimation de leurs paramétres selon le principe des moindres carrés que nous avons mentionné
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précédemment pour le modele stochastique de régression [1]. Résumons la question en nous référant
a la méthode de Marquardt d’utilisation classique pour les modeles non linéaires.

Algorithme de Marquardt

Nous ne détaillerons pas cet algorithme classique (Marquardt, 1963) dont on trouvera un exposé
simple, illustré par des données biologiques, dans Conway et al. (1970). Donnons-en seulement le
principe qui au départ se référe a la méthode de Newton (ou de Newton-Raphson) de résolution d’une
équation f{x) = 0 (sur cette méthode de base voir par exemple Grivet, 2013).

Soit x" une premiére approximation a priori de la racine (numérotation de I’itération en exposant). On

considére la tangente & la courbe y = f{x) en ce point x’. Soit x! ’intersection de cette tangente avec

I’axe des abscisses. On répéte le processus avec cette valeur, d’ot une nouvelle approximation x2,

et ainsi de suite jusqu’a convergence en se fixant un seuil donné. Nous utilisons donc le processus
itératif :

k

ket _ kSO S <

=X —— & 7 &

ACY) /

On voit que ce processus peut ne pas converger si f” est faible ou nulle.

jusqu'a

Avec p parametres (vecteur a) nous avons :
aftl=ak 4 A%

ou la correction par gradient Ag « DX, D étant la direction du vecteur au k'®™ point considéré.

Le principe de I’algorithme de Marquardt consiste en une combinaison de cette technique du gradient
avec I’approximation fournie par une série de Taylor. Débutant avec la premiére jusqu’a 1’obtention
d’un minimum, il utilise ensuite le développement en série de Taylor. Selon la formulation de Mar-
quardt-Levenberg, J étant la matrice jacobienne de f (dérivées partielles 0f/0a;), chaque itération
modifie I’estimation précédente, passant de p a p+(q, par approximation linéaire :

fp+q) =1p)+Jq

Minimisant la somme des carrés des écarts S par VS =0, nous avons :

@' Ha=I(fp+a)-1(q)
d’ou on tire q déterminant la nouvelle estimation.

On trouvera par exemple dans Conway et al.(1970) une illustration de la méthode sur des données de
croissance logistique.

Dans ce modele (logistique simple de Verrhulst) les valeurs a priori des paramétres sont indiquées au
départ a 1’aide du tracé graphique des observations (au moins pour la valeur asymptotique et pour la
position du point d’inflexion). Pour la logistique généralisée de Richards on peut consulter Causton
et Venus qui étudient en détail 1’estimation des paramétres de ce modele de cinétique avec divers
exemples de croissance végétale. On y trouvera des compléments dans le cas d’hétéroscédasticité
dans la série des observations (pondération des données).

G.3. Analyse factorielle des courbes de croissance

Cette méthode d’analyse de series temporelles de croissance (séries longitudinales constituées de la
suite des mensurations) a été exposée au chapitre 21 du livre Biomathématiques de la croissance de
R. Buis dans le cas ou les observations portent sur un méme ensemble d’individus suivis tout au long
de la croissance. Nous avons vu que les structures factorielles des variables sont une image géome-
trique du processus présentant des singularités cinétiques intéressantes.
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Autre point de vue, ce type de méthodologie peut s’intéresser préférentiellement, non aux variables,
mais a la représentation des individus. Dans ce cas il s’agit de rechercher une typologie des sujets
en fonction des caractéristiques des courbes individuelles de croissance. Les observations de chaque
sujet sont soumises a un ajustement par une fonction de croissance donnée. Les variables soumises a
une analyse en composantes principales sont les parameétres du modéle. Nous avons noté 1I’exemple
de la logistique de Richards appliquée a la croissance radiale (circonférence du tronc) sur une popu-
lation de Peupliers. Le but est de visualiser 1’existence de groupes d’arbres, pouvant correspondre par
exemple a des clones différents ou selon les conditions environnementales (Houllier, 1987 ; Caussi-
nus et Ferré, 1989).

Cette question a été reprise par Abidi et al. (1995) ou I’on trouve d’une part une discussion sur le
choix de la métrique, et d’autre part le traitement de séries individuelles incomplétes. Cette dernicre
question est importante en pratique lorsque, en raison de contraintes expérimentales, tous les indivi-
dus ne peuvent étre mesurés aux mémes ages. Un exemple est donné avec 1’analyse de la croissance
staturale de 1’espece humaine (de 6 a 19 ans) a partir du modele de Preece et Baines I, modéle a
5 paramétres bien adapté a des courbes non sigmoides (voir chap. 10 du livre Biomathématiques de la
croissance de R. Buis). Cette analyse précise les propriétés statistiques des estimations individuelles
des parametres. Elle explicite les deux représentations distinctes, celle des parameétres du modéle et
celle des sujets. Cette analyse factorielle est conduite en vue de la recherche d’une typologie des indi-
vidus, sans développer de conclusions sur la cinétique du processus lui-méme (sur ce dernier point
voir le chap. 21 du livre Biomathématiques de la croissance de R. Buis).

G.4. Modele déterministe versus modele aléatoire ?

Hormis les problémes d’ajustement et de validation que nous venons de résumer, se pose pour le
modélisateur la question du choix du type de mode¢le, strictement déterministe ou au contraire de
nature stochastique. On note parfois qu’il convient d’assortir le premier d’un terme aléatoire afin de
tenir compte de la variabilité des mesures. En dépit de I’importance de celle-ci, souvent considérée
comme irréductible aux données biologiques, il reste essentiel de s’attacher a la mise au point de
modeles dynamiques déterministes, diment étudiés hors tout aléa, ainsi que nous 1’avons expliqué
dans la partie Introduction du livre Biomathématiques de la croissance de R. Buis.

Conclusion

En conclusion de ce chapitre, il convient surtout de bien distinguer ce qui reléve de la variabilite
intrinséque des données et ce qui ressort de la stabilité du modele lui-méme, indépendamment du fait
que tout modele reste une construction dotée d’une certaine approximation en raison de processus
ignorés ou mal connus qu’il ne prend pas en compte. Hors tout débat épistémologique sur le statut
de la modélisation, il s’agit de souligner I’importance de la notion de stabilité structurelle, que nous
avons notée par ailleurs. Divers exemples mettent en relief non seulement son importance théorique
mais aussi les conséquences qui en découlent quant a I’interprétation et 1’utilisation du mode¢le.

En connotation avec la formalisation des cinétiques de croissance, la dynamique des populations
en fournit de bonnes illustrations (voir chap. D de ce site web compagnon). Ainsi tel modéle, des-
cripteur phénoménologique des équilibres effectifs/ressources, peut conduire a la prédiction d’une
émergence d’instabilités majeures, conséquence d’une forte sensibilité de la dynamique a la structure
méme du modele. Il s’agit alors d’interpréter cette grande sensibilité structurelle en les rapportant
non seulement a I’estimation numérique des parametres, mais aussi, bien entendu, a la pertinence
des composantes ¢lémentaires du modele telles que celui-ci les choisit et les formalise mathémati-
quement. Divers exemples donnés en plusieurs chapitres ont montré comment ont pu étre proposées
certaines modifications ou extensions de modeles classiques de base, visant, fiit-ce empiriquement,
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a corriger leur éventuelle inéquation. Plus généralement on conviendra que 1’ajout d’aléas ne saurait
éviter expérimentation et simulation sur le modele lui-méme par une série de va et vient permettant
de diverses maniéres une amélioration de la formalisation.
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